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ABSTRACT 
 
         In this research, it is shown that critical  layers can exist in a warm 
plasma only  in presence of a shear  flow and different orientations of a 
uniform magnetic  fluid. The methodology  followed extends the case of 
cold plasma to warm plasma with the inclusion of a new term.   
 In the case of critical layer behaviour in a warm plasma the waves 
incident on the critical layer emerge from it being heavily attenuated or 
escalated by an exponential factor. Ion‐cyclotron waves effect have been 
considered and its effects on the cyclotron behaviour are obtained.  
A major  result  obtained  is  that  a  dimensionless  number  which 
usually characterizes critical  layers  is modified to suit the warm plasma, 
with the conditions laid on it.  
   The  objective  of  the  research  is  to  investigate  the  effect  on 
heating the plasma with the relevance to fusion problems.  
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  ﺔـﻼﺻــاﻟﺨ
 
  
ﻦ أن ﺗﻮﺟﺪ ﻓﻰ اﻟﺒﻼزﻣﺎ اﻟﺪاﻓﺌﻪ ﻓﻘﻂ ﻓﻰ وﺟﻮد ﻓﻲ هﺬا اﻟﺒﺤﺚ ﺑﻴﻨﺎ أن اﻟﻄﺒﻘﺎت اﻟﺤﺮﺟﺔ ﻳﻤﻜ
  .اﻟﺠﺮﻳﺎن اﻟﻘﺎص  ﻓﻰ اﺗﺠﺎهﺎت ﻧﺴﺒﻴﻪ ﻣﺨﺘﻠﻔﻪ ﻟﻠﻤﺠﺎل اﻟﻤﻐﻨﻄﻴﺴﻰ 
اﻟﻰ اﻟﺒﻼزﻣﺎ اﻟﺪاﻓﺌﻪ ﺑﺎﻻﺷﺘﻤﺎل ﻋﻠﻰ ﻣﺼﻄﻠﺢ  ﻟﻤﺘﺒﻌﺔ ﺗﻤﺪد ﺣﺎﻟﺔ اﻟﺒﻼزﻣﺎ اﻟﺒﺎردﻩاﻟﻄﺮﻳﻘﺔ ا
  . ﺟﺪﻳﺪ
ﻠﻰ  اﻟﻄﺒﻘﻪ وﻓﻰ ﺣﺎﻟﺔ ﺳﻠﻮك اﻟﻄﺒﻘﻪ اﻟﺤﺮﺟﺔ ﻓﻰ اﻟﺒﻼزﻣﺎ اﻟﺪاﻓﺌﻪ اﻟﻤﻮﺟﺎت اﻟﺴﺎﻗﻄﻪ ﻋ
وﺗﻢ دراﺳﺔ اﺛﺮﻣﻮﺟﺎت ( .ﺑﻌﺎﻣﻞ داﻟﺔ اﺳﻴﺔ)اﻟﺤﺮﺟﺔ ﺗﺨﺮج ﻣﻨﻬﺎ اﻣﺎ ﺑﻨﻘﺼﺎن ﺑﺸﺪة او زﻳﺎدة ﺑﺸﺪة 
     .اﻟﺴﺎﻳﻜﻠﺘﺮون ﺳﻠﻮك ﻓﻰﺎ وﺗﻢ اﻳﺠﺎد أﺛﺮه( اﻟﻤﺴﺮع)ﻳﻜﻠﺘﺮون  اﻳﻮﻧﺎت اﻟﺴﺎ
 ،اﻟﻄﺒﻘﺎت اﻟﺤﺮﺟﺔﻳﻤﻴﺰ  ى ﻋﺎدة ﻣﺎاﻟﺬ ﻟﻘﺪ ﺗﺤﺼﻞ ﻋﻠﻰ ﻧﺘﻴﺠﺔ ﻣﻬﻤﺔ هﻰ أن اﻟﻌﺪد اﻟﻨﺴﺒﻰو
 . اﻟﺒﻼزﻣﺎ اﻟﺪاﻓﺌﻪ ﺑﺸﺮوط ﻣﻮﺿﻮﻋﻪ ﻋﻠﻴﻪ  ﺳﺐﻳﻌﺪل ﻟﻜﻰ ﻳﻨﺎ
ﺗﺴﺨﻴﻦ اﻟﺒﻼزﻣﺎ ﻓﻴﻤﺎ ﻳﺨﺺ ﻣﺴﺎﺋﻞ  ﻋﻠﻰ ﺛﺮاﻟﻬﺪف ﻣﻦ اﻟﺒﺤﺚ هﻮ أن ﻧﺒﺤﺚ اﻷ
  .اﻻﻧﺼﻬﺎر
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Chapter one 
  
General Survey of the Literature on Linear Wave Motions  
1.1. Introduction 
 
The  word  "Plasma"  is  the  Greek  for  “origin”.  In  this  sense  it  means 
formation or configuration. The physical plasma  is  ionized gas,  free  from wall or 
electrode effects. 
It,  moreover,  has  the  density  of  gases  and  mobility  of  liquids.  So,  the 
physical plasma has features of all the three states of matter. For this reason, the 
plasma state is regarded as the fourth state of matter.  
In presence of a strong magnetic field the particle gyration period  is much 
smaller than the mean free time t between successive collisions. Then the almost 
circular  orbit  of  a  particle,  about  a  "guiding  centre"  C,  has  a  relatively  steady 
motion  through a plasma. Guiding centre  theory  relates  the motion of C  to  the 
forces acting on the particles. But, gradients  in the magnetic induction cause the 
guiding centre of a given species to drift across the lines of force. Moreover, such 
gradients do not appear as forces in the fluid equation of motion. So a conflict can 
arise between guiding centre theory and fluid dynamics. 
Temperatures of excitation and  ionization and temperature distribution  in 
space  and  in  time  are  not  necessarily  the  same.  This  temperature  may  be 
different for the different species present in non‐equilibrium plasma, or, even the 
concept the temperature may be meaningless. 
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Plasmas, encountered  in nature and  laboratory, are warm or cold, or hot, 
rarefied  or dense,  classical  or quantum.  These  provide  a means  of  transferring 
energy  to molecules  through  ion  collision,  light  absorption, or  electron  impact. 
Their  internal energy consists of  the kinetic energies of electrons and  ions, and 
their Coulomb  interaction energy. The ratio of average  ion energy and  ionization 
energy  is much  greater  than  unity  for  hot  plasmas,  of  the  order  of  unity  for 
temperate plasmas, and much less than unity for cold plasmas. Cold plasmas are 
low‐electron‐energy  plasmas.  Hot  plasma,  have  temperatures  of many million 
degrees centigrade. 
Kinetic theory establishes relationships between temperature (kinetic), and 
averaged  kinetic  energy.  However,  plasma  particles  also  possess  vibrational 
energy. Also, all particles do not possess the same velocity. Both neutral particles 
and charged particles, in the absence of applied driving forces have considerable 
random  motion,  so  these  are  generally  supposed  to  follow  the  Maxwellian 
velocity distribution. 
The terms stable and unstable systems are associated with the behavior of 
dynamical systems towards small perturbations about their equilibrium states.  If 
the  perturbation  gives  rise  to  forces  which  tend  to  restore  the  system  to  its 
equilibrium  state,  then  the  system  is  stable.  If  the  displacement  increases 
indefinitely, the system is unstable. 
The self‐consistent linearized field equation, in the normal mode technique, 
determines  the  frequency    and  the wave  number  k  in  terms  of macroscopic 
parameters for small displacements from the equilibrium state. A particular mode 
is stable when   is real, and unstable when it is imaginary. 
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In the energy principle technique, a variation formulation of the equations 
of motion  is done. Any perturbation which decreases potential energy  from  its 
equilibrium  value  is  the  stable  perturbation.  The  system  is  unstable  or  stable 
according as  the normal component of displacement at  the boundary, or  in  the 
opposite direction.  In  this research we consider  the  linear motion of waves  in a 
warm plasma and the related behaviours with special stress are critical layers. 
1.2. Linear wave motion  
  
The propagation of gravity waves in a shear flow was studied by Bretherton 
(1966) using a WKB  (Wentzel, Kramers, Brilloiun 1926)  .This method  is based on 
the hypothesis  that  the  solution  for a  time dependent  frequency  is  likely  to be 
generalization of the constant‐frequency solution  , that the 
phase speed   varies on a much largr scale than the amplitude   . 
He  showed  that  a  gravity  wave  propagating  in  a  sheared  flow  U(z) 
increasing with height z propagates energy upwards until the wave approaches a 
level   where it ceases to propagate upwards, and propagates with the flow, 
i.e.,  the wave  rides  the  flow a  long  the  level    . Bretherton  called  a  critical 
level.  Among  other  properties  of  gravity waves  is  that  phase  propagation  and 
energy.  Propagation  are  opposite  in  the  vertical  direction,  in  the  sense  that 
gravity  waves  propagating  energy  upwards  (downwards)  are  associated  with 
downwards (upwards) phase propagation. 
Because of  the  relevance of  gravity waves  to  the  atmosphere  and ocean 
considerable attention has been given to these waves and to their critical  levels. 
Booker and Bretherton  (1967) examined the gravity wave criƟcal  level using the 
full equation governing perturbations  in a Boussinesq dissipationless  fluid. They 
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found  that  gravity  waves  do  propagate  across  their  critical  levels  but  their 
amplitudes  are  attenuated  by  a  factor  exp   ,  where    is  the 
Richardson’s number of the flow at the critical defined by 
  
 
in which  is the Vaisala‐Brunt  frequency  where  is the stratified 
air density given by     for some constant   and   is the gradient of the 
flow at   at which the wave frequency is Doppler‐shifted to zero.  
 Booker and Bretherton (1967) also showed that gravity waves propagate in a one 
dimensional shear flow U(z) in such a manner that the associated Reynolds stress 
is conserved, a result already known to apply for stationary mountain waves  
(Eliassin and Plam 1960). The  invariance of  the Reynolds stress of gravity waves 
which was  called wave  action  flux  by  Bretherton  and GarreƩ  (1968)  has  been 
used by Eltayeb and Mekenzie  (1975) to study the reflexion and transmission of 
gravity waves by a  finite vertically sheared  layer bounded by two uniform semi‐
infinite regions one on either side.  
The relevance of gravity waves to the dynamics of the atmosphere has also 
motivated a number of studies on the stability of characteristics of gravity waves    
( see e.g. Drazin 1958, Hazel 1972, Lindsen 1974, Davis and PelƟer 1977). 
Another type of wave motion in the atmosphere is planetary Rossby waves            
(Rossby  1939).  These  waves  are  due  to  the  variaƟons  of  the  verƟcal  Coriolis 
parameter   with latitude i.e., their propagation is determined by the so called  ‐
effect  where    the  rate  change  of  with  latitude.  These  waves  are 
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characterized by a zonal wave number k and frequency   such that     . 
A comprehensive  review on planetary waves on a beta‐plane can be  found  in a 
recent paper by El Mekki and Mekenzie (1977). In El Mekki and Mekenzie (1977) 
the dispersion relation of planetary waves in slowly varying media, where a WKB 
treatment  is  possible  is  obtained  and  the  various  ray  trajectories  are  studied 
when: 
I. The fluid is incompressible. 
II. The  Doppler‐shifted  frequency    is  much  less  than  the  vaisala‐Brunt 
frequency N. 
It transpires that the relaxation of (i) and (ii) introduces new novel features 
in the propagation properties of these waves. 
(El Mekki and Mckenzie 1977) also discussed the reflection of planetary waves by 
a  vortex  sheet  to  find  that  planetary waves  incident  on  a  vortex  sheet  can  be 
over‐reflected  only  if  they  are  evanescent  (non‐propagating)  in  the  vertical 
direction.  However,  the  over‐reflecting  regime  occurs  when  a  critical  levels  is 
embedded inside the vortex sheet. Eltayeb and Mckenzie (1975) in their study on 
the reflection of gravity waves by a finite sheer showed that the results obtained 
for a finite layer reduced to those obtained in the case of a vortex sheet when the 
thickness of the layer is allowed to be zero, despite the fact that the a critical level 
is  embedded  inside  the  layer.  However,  recent  studies  by  Elsawi  and  Eltayeb 
(1978)  for  hydromagneƟc waves  showed  that  criƟcal  levels  can  facilitate  over‐
reflection. Since the inspection of the wave number curves for planetary waves in 
the neighborhood of  their  critical  levels  resembles  those  cases  in which  critical 
levels  enhance  over‐reflection  and  transmission  of  planetary waves  by  a  finite 
shear  layer.  Hydromagnetic  planetary waves  propagating  through  a  zonal  flow 
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and a transverse magnetic field both of which are sheared in the vertical direction 
are studied. It is found that the effect of the transverse magnetic field is to make 
planetary  waves,  which  characteristically  propagate  westwards,  propagate 
eastwards  in both westerly  and  easterly  zonal  flows.  It  is  also  shown  that  at  a 
critical  level  the  rays are guided by  the  zonal  flow only and  that  the waves are 
either  attenuated  or  escalated by  an  exponential  factor  as  they  cross  a  critical 
level. 
The problem has become of importance in recent years due to its relevance 
to the dynamics of the solar and planetary atmospheres. It also finds geophysical 
applications in the motion of the interior core of the Earth. 
Studies undertaken in this field have dealt extensively with the problem of 
baroclinic  hydromagnetic  planetary  waves  propagating  in  latitudinally  sheared 
zonal flows and zonal magneƟc fields (e.g. El Mekki and McKenzie, 1977) .That of 
hydromagneticgravity‐inertial waves propagating through vertically sheared zonal 
flows and zonal or  transverse magneƟc fields  (e.g. Hide and  Jones, 1972). Their 
problem  combines  the  effect  of  vertical  shears with  that  of  a  rate  of  rotation 
which varies with latitude, i.e. the    ‐effect. 
The scheme of the treatment  is  intended to deal with the two asymptotic 
cases  in which  the mathematics  is  tractable. The  first  is  that of a slowly varying 
medium  or  the WKB  treatment which  leads  to  a  local  dispersion  equation  on 
which we base the wave number curves which  lead to the elucidation of the ray 
paths  that  arise  in  given  zonal  flow  and  transverse magnetic  field profiles.  The 
second asymptotic case  is that of singular  lines or critical  levels where the wave 
properties undergo a  jump discontinuity and  therefore  the WKB approximation 
breaks  down.  This  treatment  which  involves  the  analytical  solution  of  the 
7 
 
asymptotic  wave  equation  near  the  singular  lines  makes  feasible  the 
determination of  the exact wave behaviour at  the critical  levels. Although some 
planetary waves  are  known  to  be  'blown'  eastwards  by  zonal  flows  and  zonal 
magnetic  fields  at  critical  levels  or  latitudes, westward  propagation  remains  a 
characteristic property of trapped planetary modes in these circumstances. 
It  is  found here  that a  transverse magnetic  field has  the marked effect of 
making these trapped modes propagate eastwards. 
At a critical level the waves are found to be either attenuated or escalated 
by an exponential factor which depends on a combination of the flow parameters 
there with  the  result  that  they  either  transfer  energy  and momentum  to  the 
background mean flow or gain energy and momentum from it ( El Mekki 1979). 
The  propagation  of  hydromagnetic‐planetary  gravity  waves  in  an 
atmosphere and also  in the sun has been studied by many authors.  It  is used to 
assume a basic state is one of a zonal flow and zonal magnetic field both of which 
are steady and sheared in the vertical direction using a  ‐plane formulation. The 
WKB  approximation  is  used  to  derive  a  local  dispersion  equation  relating  the 
vertical and zonal wavenumbers for given wave frequencies and latitudinal wave 
numbers and which the wavenumber curves are based. It is found that the wave 
possesses four critical levels. 
In addition  it  is also taken  into consideration the variation of density with 
latitude  which  gives  rise  to  the  important  feature  of  valve‐effect  behavior  by 
which the waves can penetrate the critical level from one side and remain on the 
other and propagating on both sides (Ahmed and Eltayeb 1978).  
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The effect of variation of the rate of rotation with latitude (the  ‐effect) is 
found  to  introduce  trapped modes  which  do  not  approach  any  critical  levels. 
These modes are  in  fact  classical Rossby modes which are known  to propagate 
westwards but can now be made to propagate eastwards by the combined action 
of rotation and magnetic field.  
Since  the  WKB  approximation  breaks  down  near  the  critical  level  it 
becomes necessary to seek an asymptotic solution of the full governing equation 
valid at small distances  from  it. This  is accomplished where  it  is shown  that  the 
waves  which  approach  the  critical  level,  while  propagating,  emerge  from  the 
other  side  still  propagating  but  is  either  attenuated,  or  escalated  by  an 
exponential  factor which  is  a  function  of  the  shear  in  the  flow  as well  as  the 
latitudinal variation in density. 
The mathemaƟcal  equaƟon  in  his  paper  (El Mekki  1981)  consisƟng  of  a 
zonal flow  , a zonal magnetic field   and a rate of rotation 
, where   is a unit vector in the zonal or  ‐direction and the  axis is 
measured  in the  latitudinal direction, provided that the basic state pressure and 
density satisfy the relations 
   
 
and  
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  where   is the fluid density,   is the vector rate of rotation,   is the fluid 
pressure,    is  the magnetic permeability,    is  the magnetic  induction,    is  the 
gravitational acceleration. 
The  last  relation  are  consistent  if    and    are  functions  of  (the 
Coriolis parameter) function of    where    and   are functions of both   and  z . 
The  governing  equations  upon  eliminating  all  variables  except  one  (for 
example  ) lead the follows dispersion equation  
 
                                                             
(1.2.1) 
with  
 
 
          
and  
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                                               (1.2.2)     
It is noted that two real terms of order    in the coefficient of   , cancel 
each other out  in  (1.2.2)  leaving only  the purely  imaginary  term  involving    . 
The  problem  is  therefore  physically  consistent  in  the  sense  that  any  instability 
growth  in the amplitude can result only  from the shears  in the basic state zonal 
flow and zonal magnetic field. 
  It is also seen that it is this imaginary term which is responsible for the valve 
effect  behaviour  exhibited  by  the waves  and  the  ability  to  propagate  on  both 
sides at the critical levels.  
The exact behavior at the critical  levels was carried out as follow equation 
(standard wave),  
 
   
 
                                                                
 
 by applying the transformation 
 
                                                                               (1.2.4) 
 
This equation has three singntarities at   and  , and since 
the WKB analysis breakdown at each of  them  it becomes necessary  to  seek an 
analyƟcal soluƟon of  (1.2.3). Consider first  the  levels where  . At 
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such levels and for small   (1.2.3) may be approximated by the asymptotic 
form 
 
 
                                                                
(El Mekki 1981). 
 Planetary (Rossby)‐gravity waves propagating through basic state of zonal 
winds  and magnetic  fields  present  considerable mathematical  difficulties  since 
the  exact  profiles  of  the winds  and magnetic  fields  are  unknown  functions  of 
height  and  latitude  and  the  governing  equation  are  often  found  to  be  non‐
separable  in  these  variable.  Charney  and  Drazin  (1961)  assumed  a  basic  state 
zonal  flow which  is  a  linear  function of  altitude  i.e. one with a  constant  shear. 
Lighthill  (1967) developed a geometrical method by which  the  ray paths can be 
determined  from  the wave number curves drawn according  to a known disper‐
sion equation by using the fact that the ray paths are normal to the wavenumber 
curves at any point. 
The  method  can  be  extended  to  cases  where  basic  state  zonal  wind 
magnetic  shears  are  present  provided  that  they  vary  in  a  given  direction  on  a 
much  larger than the wavelength  in that direction, an assumption known as the 
WKB approximation. 
Many  subsequent  workers  adopted  this  method  (e.g.  Mckenzie  1973, 
Eltaybe 1977, El Mekki and Mckenzie 1977) in determining the ray paths followed 
by various modes of oscillations (e.g. hydromagnetic –gravity waves)  in common 
profiles  of  zonal  flows  and  magnetic  fields  such  as  jets  and  anti‐symmetrical 
shears. 
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This  geometrical  approach  confirmed  the  existence  of  critical  levels  and 
laƟtudes for many types of waves (Mckenzie 1973) as lines along which the WKB 
dispersion equation possesses a singularity. Another outcome of this approach is 
the valve‐effect behavior which occurs at  the critical  levels or  latitude by which 
the waves can cross then in one direcƟon only (El Mekki 1980). 
The factor which plays the key role in giving rise to pure planetary (Rossby) 
waves  in any system  is the variation of the rate of rotation  in a perpendicular or 
latitudinal  direction  ,an  effect,in  the  plane  formulation,  known  as  the 
effect  .They  are  characterized  by  very  low  frequencies  and  westward 
propagation. When modified  by  other  effects  such  as  buoyancy,  rotation  and 
wind‐magnetic  shears  the  dynamics  of  the  resulting  hydromagnetic‐planetary 
gravity wave modes, are applicable to the atmospheres and interiors of the earth 
and the other planets with the spherical geometry approximated locally by the  ‐
plane. 
The propagation properties of internal atmospheric hydromagnetic Rossby‐
gravity waves through  latitudinally sheared zonal  flow and zonal magnetic  fields 
sheared both  in  the vertical and  latitudinal directions are  studied. The problem 
extends  the  study by  E1 Mekki  and Mckenzie  (1977)  to  include  the  eﬀect of  a 
magnetic  field.  Barotropic  hydromagnetic  Rossby  waves  propagating  on  the 
surface of  a  thin  layer of  fluid of uniform density were  studied by  Eltayeb  and 
Mckenzie  (1977). Another purpose of this work  is to expand that study to cover 
the  case  of  internal  Rossby‐gravity  waves  or  waves  which  are  modified  by 
buoyancy  effects  and  are  vertically propagating.  This  is made necessary by  the 
fact that  in the presence of a magnetic field the barotropic approximation  is not 
justifiable. 
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That study results in many novel new properties of these waves. Firstly, it is 
found  that  they possess  four  critical  latitudes  and not only  two.  Secondly,  it  is  
shown  that while at  two of  these  critical  latitudes  the waves  can propagate on 
one  side only with  their  energy  and momentum  fluxes differing by  an  additive 
factor which is independent of any of the flow parameters in a similar fashion to 
barotropic hydromagnetic planetary waves,  they are  capable of propagating on 
both  sides  at  the  other  two  and  exhibit  the  valve  effect  behaviour with  their 
energy and momentum fluxes attenuated by an exponential factor as they cross 
the  critical  latitudes. Thirdly,  it  is  shown  that  the  trapped Rossby modes which 
usually propagate westwards can be made to propagate eastwards, without being 
vertically  evanescent  (El  Mekki  and  Mckenzie,  1977),  provided  that  the 
atmospheric parameters assume appropriate Values.  
The  ray paths which  arise  in  a westerly  zonal  flow have been  elucidated 
having  a  jet‐like  variation with  latitude  centred  on  the  line    =  0  and with  its 
maximum  strength  greater  than  the  basic  Alfven  wave  speed  for  a  range  of 
frequencies less than the Coriolis parameter. The first type of rays belongs to the 
class of the first two critical  latitudes and propagates entirely on one side of the 
critical  latitude. The second type belongs to the class of the second two and can 
approach  the  critical  latitude  from  both  sides  crossing  it  at  one  point  and 
remaining on  the  other  as  captured  by  the  critical  latitude,  thus  exhibiting  the 
valve eﬀect behavior (El Mekki 1981). 
The  instability  of  atmospheric  hydromagnetic‐planetary  gravity  waves 
propagating  through  basic  state  consisting  of  a  zonal  flow  and  zonal magnetic 
field  both  of  which  are  steady  and  sheared  in  the  vertical  direction  was 
investigated by many authors. 
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It  is  started  with  planetary  waves  of  prescribed  frequencies  and 
wavenumbers propagating an a  plane  in a dispersive medium and derive the 
local  dispersion  equation,  in  the WKB  approximation,  which  relates  the  wave 
frequency, the wavenumber and the other parameters of the medium. 
A wave motion of prescribed time dependence of the form   is said 
to  be  unstable  if    is  complex with  a  negative  imaginary  part  (Chandraseaker 
1960).  The  condiƟons  under  which  ,  as  given  by  the  dispersion  equation, 
becomes complex, are investigated. 
For  planetary‐gravity waves  propagating  in  a  slowly  varying medium  the 
WKB dispersion provides  a mathematically much  complicated  relation between 
the frequency, the wavenumber, the basic state zonal flow strength,  , and the 
basic state Alfven wave speed  . Progress towards  its analysis can, however, be 
made if the approximations relevant to the dynamics of hydromagnetic planetary‐
gravity  waves  in  the  earth’s  atmosphere  or  core  are  adopted.  The  dispersion 
equation then reduces to a quadratic in   and is then readily analysed. 
The  condition  that    (or  ),    the  zonal wavenumber)  be 
complex  then  provides  another  relation  between  any  of  the  parameters 
characterizing the waves e.g. the zonal wavenumber  . Therefore the marginal 
instability  curve  in  the    plane  which  is  separates  the  region  of  stable 
waves from that of unstable waves can be drawn. This curve corresponds to the 
imaginary  part  of    being  zero.  It  is  found  that  when    is  kept  uniform  a 
necessary  condition  for  the  onset  of  instability  is  that  the  product      , 
where  is the latitudinal wavenumber and   is the vertical wavenumber, must 
be  positive.  This  means  that  if    is  positive  then  for  instability  to  become 
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manifest    and     must  be  both  positive  and  both  negative.  Thus  if  a wave 
which is propagating vertically upwards and northwards in a westerly zonal flow is 
stable it can become unstable if one of its directions of propagation is reversed. 
The  condition  that  the  imaginary  part  of    is  zero  for  neutral  instability 
gives a quadratic equation in   which has two roots. The two requirements that 
 must be real and positive result in the condition 
 
   
 
 where    and    are  positive  factors  depending  on  the  parameters  and 
properties of the medium. 
If,  on  the  other  hand,  the  zonal  flow  strength  is  kept  uniform  and    is 
allowed to vary  instability  is found to occur only  if     exceeds a certain factor   
which  is  also  function  of  the  parameters  of  the  medium  and  .  It  is  also 
necessary  that  U  must  exceed  unity  in  order  that    be  positive.  The  zonal 
wavenumbers that can exhibit instability are found to be limited to a gives range 
as   increases indefinitely. 
The WKB approximation that   and   vary on a much  larger scale than 
the vertical wavelength will be adopted, an assumption which is easily fulfilled in 
the earth’s atmosphere. Then to a first approximation derivatives of   and     
may be neglected. Also the  effect through the differentiation of zonal will be 
neglected and    as constant   elsewhere, will be neglected. 
The mathemaƟcal equaƟon in the paper (El Mekki, 1984) upon eliminaƟng 
all variables except one, leads to the follows dispersion equation 
16 
 
 
 
                                              (1.2.6) 
where  
   
This  equation  is  quartic  in    and  is  therefore  mathematically  much 
complicated. However, progress towards its analysis can be made if it is adopted 
the  following  approximations  which  are  relevant  to  planetary  waves  in  the 
atmosphere and the earth’s core: 
          (i)   
This is easily fulfilled in the case of planetary‐gravity waves of periods much 
greater than one day and typical values of   and    of 10‐4 and  respectively. 
The  value  of      corresponds  to  a  Brunt‐vaisala  period  of  about  five minutes 
whereas that of   corresponds to a period of about eighteen hours which means 
that   is measured at about laƟtude 45°. 
         (ii)  .  
This approximation  is based on the fact that atmospheric planetary waves 
have  vertical wavelengths  of  the  order  of  a  few  kilometers whereas  they  have 
horizontal wavelengths of  the order of  a  few  thousands of  kilometers  (Lindzen 
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1971, Holton 1975). Hence the resultant wavenumber   may be 
approximated by  . 
(iii)  In  the earths atmosphere    is of  the order of 5  cm  sec‐1 and  in  the 
earth’s core  it  is of the order 10 cm sec‐1  (El Mekki, 1982). Also   or    is of 
order 10‐8 cm‐1 whereas   is of order 10‐5 cm‐1.  
Hence    whereas    is  comparable  to  . 
Approximations (ii) and (iii) are those which result  in MAC waves ( Eltayeb 1981) 
in which the magnetic force (M), the buoyancy or Archemedian force (A) and the 
Cariolis force (C) balance each other. 
(iv)   is of order 10‐3 cm‐1 sec‐1 ( HoƩon 1975) and   is of order 104 cm sec‐
1 in the earths atmosphere ( corresponding to hundreds of kilometers pet hour). 
It  is  shown  that  the  instability  of  hydromagnetic  planetary‐gravity waves 
propagating  through  zonal  flows and  zonal magnetic  fields  is manifested only  if 
the product   is positive. Let us adopt the convention that   is positive for 
northwards propagation and negative for southwards propagation;    is positive 
for  vertically  upwards  propagation  and  negative  for  vertically  downwards 
whereas    is positive  for westerly winds and negative  for easterlies. Then,  for 
example,  in  a  westerly  zonal  wind  a  vertically  upwards  and  northwards 
propagation  wave  can  become  unstable  whereas  a  vertically  downwards  and 
southwards  propagation wave  cannot.  In  an  easterly wind  the  latter wave will 
exhibit  instability  whereas  the  former  will  not.  In  other  words  the  onset  of 
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instability depends on  the directions of  the  zonal  flow,  the vertical propagation 
and the latitudinal propagation. 
The  other  condition,  , where    is  positive,  stipulates  that  the 
zonal flow strength must exceed a minimum value  before a wave of given 
wavenumbers and frequency can exhibit instability. The parameter   depends on 
both   and  . It is known that in the absence of the magnetic field instability will 
onset if    exceeds a certain factor which depends on   (Gill 1974). The relevant 
mathematical analysis is different since the presence of   introduces new terms 
in the equations of motion and in our analysis we have explicitly assumed   to be 
different from zero, and greater than certain terms which we omitted on the basis 
of  their  relative magnitudes. However, qualitatively  speaking  the  same  result  is 
regained; that instability is manifested only for large zonal flow strengths. 
The more interesting feature is the effect of the zonal magnetic field on the 
development  of  instability.  If    is  kept  uniform  then  instability  can  onset 
provided that    where   is a positive factor directly proportional to  , and 
therefore this must be a characteristic property of planetary waves. We also note, 
that  the zonal wavenumbers can exhibit  instability as   assumes all values are 
restricted according to the relation 
 
  . 
 
It is now fairly well established through the information gathered in the last 
decade  from  radio‐heliographic  analysis  as well  as  from  satellite  photographs, 
that the most prominent feature of the magnetic field of the solar corona are the 
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helmet streamers and magneƟc sectors (Avignon et al 1971; Newkirk 1971). Both 
of these phenomena are also readily observable during an eclipse of the Sun. 
The magnetic field in the Solar corona is the resultant of the Sun’s poloidal 
dipole field and toroidal fields of sunspots, which arise from eruptions above the 
photosphere of the solar toroidal  field, generated by differential rotation  (Paker 
1974). The  laƩer are vigorously driven by  thermal convecƟon and  the  resultant 
field is therefore continually changing in time and space. 
Helmet  streamers  are produced by  the  severing of  the magnetic  lines of 
force, which  produces  a  radial  current  sheet  that  shoots  away  from  the  Sun’s 
surface into the interplanetary medium. The magnetic field is oppositely oriented 
on the two sides of the current sheet and decreases in magnitude with increasing 
distance from it. 
Solar sectors, on the other hand, are produced by lines of force that follow 
the Sun’s surface and decrease in intensity in the upward vertical direction. They 
extend for several Solar radii in the vertical direction and terminate suddenly thus 
also producing a current sheet parallel to the sun’s surface (Jones 1971; El Mekki 
1985). Thus  in the helmet streamers the magneƟc field  is verƟcally oriented and 
varies horizontally, whereas  in  the  solar  sectors  the magnetic  field  is horizontal 
and varies in the vertical direction .The combined picture of the helmet streamers 
and sectors of the solar corona thus resembles a helmet with elongated branches; 
hence the name. A schematic  illustration of the helmet streamers and magnetic 
sectors on the solar disc is shown (El Mekki, 1987). 
The  solar  sectors  show  a  regular  oscillation  in  their  pattern  of  a  definite 
frequency ranging from two to four lines the solar rate of rotation (Newkirk et al 
1972).  This  led  Suess  (1975)  to  suggest  that  the  solar  sector  are  slow 
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hydromagnetic‐inertial waves, arguing that with realistic values of solar magnetic 
field the agreement between the observed values of the sector  frequencies and 
those predicated by this theory within tolerable limits. Other wave types such as 
high‐frequency hydromagnetic gravity acoustic or  low‐frequency hydromagnetic 
planetary  gravity waves  evidently  exist  in  the  solar  corona  and  because  of  the 
interactions between these different modes their frequencies cover a wide range 
of values. 
The  interactions between  the Sun’s magnetic  field and  the  interplanetary 
magnetic  field  such  as  the  exchange  of  energy  and momentum  are  evidently 
attributable  to  the  general wave  behaviors  such  as  over‐reflection  and  critical 
layers.  In  the  study  by  El  Mekki  (1985)  the  problem  of  over  reflecƟon  and 
hydromagnetic‐planerary‐gravity  waves  at  the  solar  helmet  streamers  and 
magnetic  sectors  current  sheets was  considered,  a  problem  that  had  received 
little attention before. It transpired from that study that over‐reflection is possible 
only if the wave numbers in the direction of variation of the magnetic field of the 
incident and  transmitted waves are oppositely oriented,  in which case  the over 
reflected  waves  draw  energy  and  momentum  from  the  Sun’s  field  and 
communicate  them  to  the  interplanetary  field.  It was  also  shown  in  that  study 
that  over‐reflection  mechanism  could  provide  a  source  of  generating 
hydromagnetic  planetary  gravity  waves  or  other  types  of  waves  in  the  solar 
atmosphere.  Hydromagnetic  gravity  inertial  waves  and  the  associated  critical 
layers  in  both  of  the  solar  corona  helmet  streamers  and magnetic  sectors  are 
considered. With  appropriate  geometrical  configuration  and  suitable  frequency 
ranges hydromagnetic gravity inertial waves are shown to exhibit critical layers in 
both helmet  streamers and magnetic  sectors. These  critical  layers exist at  lines 
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where  the WKB  dispersion  equation  possesses  asymptotes  in  the  direction  of 
variation of magnetic field. 
It  is also shown that at a helmet streamer or magnetic sector critical  layer 
the waves propagate only on one side. At the critical  layer the wave energy and 
momentum  fluxes  undergo  a  jump  discontinuity  both  in  the  solar  helmet 
streamers and magnetic sectors. 
It is therefore concluded that a propagating wave incident on a critical layer 
in  the direction of variation of  the magnetic  field  communicates  its energy and 
momentum to the interplanetary magnetic field and emerges from the other side 
of the critical layer evanescent in the direction of incidence. On the other hand, a 
weak oscillation  that  is evanescent  in  the direction of variation of  the magnetic 
field  draws  energy  and  momentum  from  the  background  magnetic  field  and 
emerges from the other side as propagating in its direction of evanescence. 
For both helmet streamers and magnetic sectors the governing asymptotic 
wave equation at the critical layer is found to be independent of any of the basic 
state parameters such as the shear in the magnetic field. This is in sharp contrast 
to critical layers in velocity shears where the analogous equations usually depend 
on a parameter characteristic of  the basic state e.g. gravity waves  in shear  flow 
where  the  critical  layer  behavior  depends  on  the  Richardson’s  number  of  the 
flow.  
It can be assumed that the solar atmosphere is a perfect gas in which case 
the pressure and density are related by the equation of state, 
 
, 
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where    is  the  gas  constant  divided  by  mean  molecular  mass  and    is  the 
absolute temperature.  
It  can  be  also  neglected  the  horizontal  components  of  the  solar  rate  of 
rotation  and  take    (The  solar  coriolis  parameter)  to  be  constant  and 
neglected the sphericity of the Sun’s atmosphere in view of the short wavelengths 
of the waves (Booker & Bretherton 1967). 
 
 In the helmet streamers of the solar corona the basic state magnetic field 
may be taken to act radially outward from the Sun and therefore in the vertical or 
z‐direction, and to vary in the latitudinal or y‐direction.   . The basic 
state pressure and density to vary in the vertical direction only will be taken. 
 
                             ,                                                           (1.1.5)  
 
where 
 
 
is density scale height and   is same reference value of    
  
The mathematically equation  in his paper  (El Mekki, 1987) eliminaƟng all 
variables except one, leads to the follows the equation  
 
                                                                                (1.1.6) 
 
This equation may be put in the standard Sturm‐Lioville’s form  
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           ,                                                              (1.1.7) 
 
in which 
 
and 
  
                                                                                  (1.1.8) 
 
For hydromagnetic gravity  inertial waves we make the relevant  frequency 
range      . 
 
It then follows that   is always negative wheres 
 
   becomes zero at the four real and distinct values of   
 
 given by   and   . Also   
 
 is positive if   lies between       and     . 
 
Wave motions  in  the  solar atmosphere, of  frequencies  ranging  from very 
low  frequency  hydromagnetic  planetary  waves  through  moderate  frequency 
hydromagnetic‐gravity  waves  to  high‐frequency  hydromagnetic‐acoustic  or 
compressibility waves with the associated wave behaviors such as over‐reflection 
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and  critical  layers  comprise  a  decisive  factor  in  bringing  about  the  physical 
processes in the solar corona. These processes include features such as the solar 
sectors  oscillation  together  with  the  relation  between  the  solar  and  the 
interplanetary magnetic fields. 
El Mekki  (1985)  has  shown  that  hydromagneƟc  planetary  gravity waves 
undergo‐over‐reflection at magnetic field discontinuities, or current sheets, in the 
solar corona magnetic sectors and helmet streamers  if  the wavenumbers of  the 
incident  and  transmitted waves  in  the  direction  of  variation  of  the  basic  state 
magnetic  field are of opposite signs.  In other wards, over‐reflection arises  if the 
energy density, which  is proportional to the wavenumber, of either the  incident 
or transmitted wave is negative. Such a physical situation is not difficult to arise in 
the  solar  corona  in  view  of  the  fact  that  both  helmet  streamers  and magnetic 
sectors  extend  only  to  a  finite  distance  in  the  direction  of  variation  of  the 
magnetic field. It therefore follows that a small disturbance can escalate through 
this mechanism into a much larger one.  
The  critical  layer  behavior, which,  as  the  present  study  shows,  is  readily 
exhibited by both sectors and helmet streamers has the dual effect of absorbing 
energy  from propagating waves or  imparting energy to evanescent waves which 
are incident on it in the direction of variation of the magnetic field. 
   When wave‐energy  absorption  takes  place  critical  layer  behavior  can  be 
through of as  to counteract  the effect of over‐reflection  there by stabilizing  the 
solar magnetic field. On the other hand, when magnetic energy is drawn from the 
interplanetary or solar field by the waves the critical  layer plays a similar role to 
over‐reflection because a weak disturbance is again escalated into a strong one by 
the critical layer mechanism. 
25 
 
The  critical  layer  absorption mechanism, with  its  stabilizing  effect on  the 
solar magnetic  field,  is  thus  a  key  factor  in  preserving  a  balance  of  the  solar 
magnetic  field  pattern.  In  its  absence  or  inefficiency  over‐reflection,  or wave‐
amplification  mechanism  and  critical  layer  escalation  of  small  evanescent 
oscillations  can  result  into  violent or  turbulent magnetic  fields and phenomena 
like magnetic storms may ensue. 
 
The  usual  properties  of  linear  neutral  warm  plasma  such  as  the  over‐
reflection  of magnetoacoustic  ion‐cyclotron waves  in  a warm  Hall  plasma was 
investigated by many authors.  It  is  shown  that  the effect of  the Hall  term  is  to 
strongly support over‐reflection, there by destabilizing flow. Its connection to the 
current‐vortex sheet of the magnetosheath resulting  from the  interaction of the 
solar wind and Earth’s magnetopause is pointed out. 
This is essentially an extension of the classical problem of over‐reflection of 
many  types  of  waves  propagating  in  a  shear  flow,  which  was  handled  and 
discussed  by many  authors  (e.g. Mckenzie  1970;  Eltayeb  and Mckenzie  1975; 
Acheson 1976), and which was then extended by ( O.M. El Mekki 1998) to contain 
the effects of the Hall‐current term. 
No complete explanation for a correct analysis and physical  interpretation 
of the general dispersion equation, resulting from the usual one fluid model of a 
Hall plasma, has been shown when applied to the problem of over‐reflection at a 
current‐vortex  sheet  however  it was  derived  by many  authors  (e.g. Mackenzie 
1979). 
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This can be due to many conditions. Firstly, mathematical difficulties in the 
dispersion equation are  introduced by Hall‐current  term whose presence  raises 
the order of governing differential equation in the direction of the perpendicular 
to  the magnetic  field by  two and mean while  introduces a connection between 
the magnetic field and Alfven waves. 
A complete change to the strangeness of the governing equation from the 
usual  ones  of  pure magnetoacoustic  waves  in  caused.  This  strangeness  takes 
places where  the  phase  speed waves matches  the  shear‐flow  speed, which  is 
basically responsible for the energy changes needed to account at a vortex wave 
behaviours  like  over‐reflection  and  the  critical  layer  absorption  mechanisms 
(Booker and Bretherton 1967; El Mekki and Mekenzie 1977). The  importance of 
the Hall current being involved in the equation of motion cannot be exaggerated 
no matter it is very small. Emphasis have been put by many authors who handled 
the problem of over‐reflection appears only if either the incident or the refracted 
wave  is a negative‐energy wave, or the Doppler‐shifted wave  frequencies of the 
incident  and  transmiƩed  waves  have  opposite  signs  (Mckenzie,1972a,b).  The 
boundary conditions must be as follows. 
1‐ The total pressure (Fluid + magnetic) must be continuous across the sheet   
(Acheson 1976) which provides one equation. 
2‐ The displacement must be continuous across the sheet, which guarantees 
that  the  vortex  sheet  is  a  stream  line  common  to  both media  (El Mekki 
1985).  In  other  word,  the  displacement  on  either  side  of  vortex  sheet 
should  be  equal  to  the  amplitude  of  the  distortion  of  the  interface  that 
gives two more equation. 
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3‐ The interface must be a line of force common to both media, thereby giving 
two  more  equations  connecting  the  components  of  the  magnetic  field 
normal  to  the  discontinuity  to  the  amplitude  of  the  distortion  of  the 
interface. 
Thus five equations are obtained in the five unknowns, which ensures that 
the problem is physically consistent and well posed (McKenzie 1970). 
The  definition  of  energy  density,  the  energy  flux  and momentum  in  the 
plasma  appear  as  a  third  problem.  The  presence  of  Hall‐current  loads  to 
complication  in  the  dispersion  equation,  thus  patience,  care  and  attention  for 
calculating these qualities are needed. To calculate the wave energy flux, we have 
to take into account the three parts it consists of: 
(i) The fluid pressure only, multiplied by the wave‐velocity component; 
(ii) The wave kinetic energy multiplied by the wave‐velocity component; 
(iii) The  electromagnetic wave  energy  as  given  by  Poynting  vector, which 
consider the magnetic pressure; the energy density may then be easily 
calculated  by  dividing  the  energy  flux  by  the  group  velocity  in  any 
direction. 
Taking  all  the  above  into  consideration  are  taken  into  account  then  the 
resulting expressions for the physical quantities and then the physical conclusions 
will be correct. 
The  expressions  for  energy  flux  and  reflection  and  refraction  coefficients 
obtained by previous workers (El Mekki; 1998) are correspondent when too liƩle 
attention  is given to the Hall term, and the modifications which results from the 
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term  included,  are  in  accordance with  the  low  of  conservation  of  energy  and 
momentum, hence the physical conclusions one completely reasoned. 
It  was  shown  (by  El  Mekki  1998)  that  the  Hall  current  term  strongly 
supports  over  reflection.  In  addition,  it  is  asserted  that  it  destabilizes  the  flow 
though  it  is  small  since  the  over‐reflection  promotes  this  instability.  So  it  is 
concluded that when the Doppler‐shifted  frequency  (in the dispersion equation) 
becomes  zero,  it  has  a  chance  to  become negative  as well  as positive  and  the 
over‐reflection mechanism  is directly  connected  to  the  shear  flow and  it needs 
wind  shear  strength  that  Doppler‐shifted  wave  frequency  becomes  negative          
(Mckenzie  1970;  El  Mekki  and  McKenzie  1977)  in  the  case  of  solar  wind 
influencing the Earth’s magnetosphere and raising the magnetosheath. Data ( see 
e.g. Clemmow and Dougherty 1969) show that the wind has sonic Mach number 
of  about eight  and  an Alfvenic Mach number of  about  ten,  therefore  the  solar 
wind  is both supersonic and super‐ Alfvenic. So over‐reflection  is a very relevant 
wave mechanism at the vortex sheet of the magnetosheath, a  lot of  instabilities 
such as these of the magnetopause and magnetic storms can be explained. 
1.3. The dispersion equation of warm plasma waves: 
The  equations  of  motion  governing  the  motion  of  a  collisionless 
unstratified, non‐rotating and warm plasma are the equations of momentum and 
continuing  for  each  of  the  two  species  of  plasma,  together  with  Maxwell’s 
equations. These equations, when linearized about some basic state, will apply to 
the motion of small‐amplitude oscillaƟons (Mckenzie 1971). 
29 
 
A  basic  state  consisting  of  a  quasi‐uniform magnetic  induction    and  a 
quasi‐uniform  wind,  both  in  the  x  direction  is  considered.  The  plasma  is  also 
assumed to consist of equal numbers of protons and electrons, and attention will 
be concentrated in oscillations of wavelength much greater than the width of the 
vortex  sheet  at  the  interface  between  two media,  so  that  both  the  electron 
inertia  and  the  displacement  current  in Maxwell’s  equations may be neglected                   
( Mackenzie 1971). All these assumpƟon and approximaƟon  lead to the classical 
WKB dispersion equation namely: 
 
in which  
 
                                                                             
 
 
It is assumed current‐vortex sheet to coincide with the plane   parallel 
to both  the magnetic  field and  the shear flow  in medium 1(y<0) and medium 2 
(y>0). A wave  incident  on  the  current‐vortex  sheet will  give  rise  to  a  reflected 
wave, a  transmitted wave and a wave‐like distortion of  the  interface  ( El Mekki 
1985). The velocity component in the   direction may be written in the form  
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                                 (1.3.1) 
 
where      and   are the reflection and transmission coefficients respectively. The 
Kinematic boundary condition guaranteeing that the vortex sheet  is a streamline 
common to both media  is that the displacement must be continuous across the 
vortex sheet (see e.g. Acheson (1976)). 
The energy  flux  in the   direction as a measured  in the  laboratory  frame, 
relative to which the fluid moves with speed  , is given by 
                          
where    is fluid pressure   and the last term represents the Poynting 
vector  , which  includes  the magnetic pressure  ; the over‐bar denotes a 
time 
average. Using the linearized equations of “Forzen‐in” lines of force , 
we find  
                      ,                                    (1.3.2) 
(Mackenzie 1979). 
It  is  shown  that  the energy  flux  converging on  the  vortex  sheet with  the 
incident wave,   is equal to the energy flux diverging from the vortex sheet 
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with  the  refracted  and  transmitted  wave, ,  thus  demonstrating  the 
conservation  of  energy.  This  result  that  the  energy  in  the  whole  system  is 
conserved  during  the  process  of  over‐reflection  and  proves  that  the  physical 
approach of the problem is correct. However, it must be account for the energies 
carried by each of the three waves during‐over‐reflection.Thus, for over‐reflection 
to  arise,  it  is means  that  the  Doppler‐shifted  frequencies  of  the  incident  and 
transmitted waves must have opposite signs.  
A wave  for which    is  termed  a  negative‐energy wave  (Eltayeb  and 
McKenzie  1975,  Acheson  1976;  El Mekki  and MecKenzie  1977).  Thus  for  over‐
reflection  to  arise,  either  the  incident  or  the  transmitted  wave  must  be  a 
negative‐energy wave.  This  condition will  be  fulfilled  for  prescribed    and   
provided  that  the  shear‐flow  strength  is  sufficiently  strong. Now  the quantity  is 
positive for a slow wave (Since    is large), whereas it is negative for a fast wave 
belonging to the closed loops (since    is small). 
The  inclusion  of  the  Hall‐current  term  in  the  dispersion  equation  for 
magneto‐acoustic waves,  even  under  all  permissible  approximations,  results  in 
many  features.  First,  it  transpires  that  the  dispersion  equation  splits  into  two 
modes: slow and fast. However, this classification is with respect to the resultant 
wave phase speed perpendicular to the direction of the magnetic field ( and shear 
flow),  rather  than parallel  to  it as  is  the case with hydromagnetic wave  in non‐
ionized fluids ( Mackenzie 1972 a, b). Secondly, the two asymptotes, which gives 
rise  to  critical  levels  characteristic  of  magnetoacoustic  waves,  are  found  to 
recombine into one such asymptote, which occurs where the phase speed parallel 
to  the  shear  flow  matches  the  shear‐flow  strength.  In  this  respect,  the  Hall 
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current counteracts the effect of the ambient magnetic field  in a similar manner 
to magnetic  fields  aligned with  the  direction  of  flow  (Schwartz  and  Bell  1984, 
Eltaybe and Hassan 1986). 
The changes  in the wave number curves due to the Hall term provide two 
features that favour over‐reflection. The first  is that the slow mode exists for all 
,  which  allows  more  changes  of  over‐reflection.  The  second  is  that  the 
asymptote  at    always  ensures  the  existence  of  positive  and  negative‐
energywaves, and hence the basic condiƟon is readily fulfilled. (McKenzie 1970). 
Thus  it  is concluded  that  the effect of  the Hall current  is clearly  to  favour 
over‐reflection, and  if the view that over‐reflection  is a destabilizing mechanism 
of the flow  is adopted, then  it can be concluded with certainty that Hall effect  is 
destabilizing factor for the plasma. 
The  basic  condition  for  over‐reflection  to  arise,  namely  that  either  the 
incident or transmitted wave should be a negative‐energy wave, requires that the 
shear‐flow strength be sufficiently strong.  
This  is particularly studied  to  the case of  the solar wind  impinging on  the 
Earth’s magnetosphere, which  has  a  speed much  in  excess  of  both  the  sound 
speed and Alfven‐wave speed (Mckenzie 1970). 
Therefore the results of El Mekki’s paper 1998 are most appropriate to the 
vortex sheet of the magnetosheath of the magnetosphere, and it can be asserted 
that the instability of any wave motion in the magnetosphere or solar wind can be 
attributed  to  over‐reflection  of  magnetoacoustic  ion‐cyclotron  waves  at  the 
magnetosheath. 
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In this research we concentrate on the critical level of warm plasma waves 
in shear  flow and uniform magnetic  fluid. The dispersion equation based on the 
WKB  (in which we assume  the phase  to be  fast vary as and  the amplitude slow 
varying) is employed first to draw the wave number surface to locate the position 
of  the  critical  levels which  are  essentially where  the  frequency  of  the wave  is 
Doppler‐shifted to zero. At that point the wave number surface has an asymptote 
and therefore the flow speed change upruptly leading to a discontinuity. It is this 
discontinuity  which  is  responsible  for  the  critical  layer  behavior  which  is 
investigating in this research. 
 
 
 
Chapter Two 
 
The Critical Layer of Warm Plasma Waves in Sheared Zonal Flow and 
Zonal Magnetic Field 
 
  The  critical  layer  of  the  ion‐cyclotron waves  in  a  cold  plasma  have  been 
studied extensively by McKenzie (1979). In this chapter we show that these waves 
also  exhibit  critical  layer  behavior  in  a warm  plasma.  Its  effect  on  heating  the 
plasma is discussed.  
2.1. MathemaƟcal FormulaƟon: 
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The  equations  which  govern  the  motion  of  a  collisionless,  unstratified, 
neutral,  non‐rotating  adiabatic  and warm  plasma  are  those  of momentum  and 
continuity for each of the two species of plasma (protons and electrons which are 
equal in number) together with Maxwell’s equations and the equation of state for 
perfect gas ( see for example El Mekki 1998). When  linearized about some basic 
state, these equations will apply to the motion of small amplitude oscillations. 
A  basic  state  consisting  of  a  quasi‐uniform magnetic  induction    and  a 
wind shear  , both in the   ‐direction will be considered .The plasma will also be 
assumed to consist of equal numbers of protons and electrons. 
These are: 
 
 
where    is  the number of either of  the  two species per unit volume,    is  the 
mass of proton,   is the mass of the electron and the subscripts   and   refer to 
protons and electrons respectively, therefore adding we get, 
                                                                    (2.1.1) 
where    is the bulk density of the plasma and   is the bulk velocity of it. 
Also the equation of continuity may be written as  
                                                                                        (2.1.2) 
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 Also Maxwell’s equation is  
                            
Now using the condition of frozen‐in lines of force   
and the current density in the plasma is given by  
 
 
 
Therefore Maxwell’s equation becomes 
 
                                                          (2.1.3) 
In  this way  the  system  is  said  to  be  one‐layer  fluid model.  The  pressure  and 
density are then related by  
                                                                                                 (2.1.4) 
where   is the speed of sound in the plasma. These four equations are be solved 
along with Gauss’s law, namely 
                                                                                                (2.1.5) 
Linearization: 
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For the moƟon of small perturbaƟons we linearize equaƟon (2.1.1), (2.1.2), 
(2.1.3),  (2.1.4), and  (2.1.5) about the basic state and hence obtain the  following 
consistent system of equations.  
By letting  , 
   
  , 
   
 and then neglecting squares and products of   and  , we 
have 
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Form equation of momentum we have  
 
 
 
 
 
 
 
                                                                            (2.1.6) 
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From equation of continuity we have  
   
 
or  
                                                             (2.1.9) 
From the equation of induction we get 
 
 
or 
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or 
                   
 
              
                    
 
                                     
        
 
                              
The  Fourier  analysis  of  the  linearized  equations  under  these  approximations 
readily yields the following consistent system of equations: 
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                                                                                                                                                           (2.1.13) 
Where    is  the  basic  state  density,    is  the wave  frequency    are  the 
wavenumber vector in the   and   directions, 
 
is the Doppler‐shifted wave frequency,   is the speed of sound in the plasma,   is 
the Alfv’en wave speed, 
 
is  the  protongyro‐frequency,    is  the perturbation  velocity  vector    is 
the perturbation density and   is the induction perturbation vector. 
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Now, differentiating these first equation in to matrix with respect to y and 
differentiating the second equation with respect to x and sub 
 
or 
 
                                                                                (2.1.14) 
 
Take   into the third equation in this matrix  
 
          
 
         
Product this equation by   we get;  
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Then take divergent of the equation of momentum and eliminating   by means 
of equation of continuity and we get: 
 
 
 
 
Take   of this above equation: 
 
 
 
 
 
 
Now  subsƟtuƟng equaƟon  (2.1.15)  into equaƟon  (2.1.17), we get  the  following 
equation: 
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Then differentiaƟng  the 5th equation  in  the matrix with  respect  to   and 
diﬀerenƟaƟng the 6th equation with respect to   and subtracting we get: 
 
 
or  
                                                           (2.1.19) 
Therefore equaƟon 7th in the matrix (2.1.13) gives: 
                  
 
or                            
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The complete equations are therefore:  
 
 
 
 
Or in matrix form: 
 
The determinant of this matrix must vanish  
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or 
 
 
 
 
or 
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In  the  case  of  a  qusi‐uniform  flow  (or  the WKB  analysis)  which  allows 
further Fourier analysis in the z‐direction readily yields the dispersion equation: 
                                                                             (2.1.21) 
in which  
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 (2.1.23) 
 
 
 
                                                (2.1.24) 
When the Hall current is taken into account, numerous dispersive features 
are introduced into the system. Solving (2.1.21) for    , we have  
 
                                                                                 
Setting    we  regain  at  once  the  classical  dispersion  equation  derived  by 
many people (e.g. ElMekki 1998). 
                                                                   (2.1.26)  
In which  
                                                                              (2.1.27) 
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In  this  limit  as    (i.e.  neglecting  the  Hall  current)  this  dispersion 
equation  reduces  at  once  to  the  usual  magnetoacoustic  wave  studied  by 
Mckenzie  (1970)  and  also  by  Eltayeb  (1977)  in  connection  with  linear  wave 
motions through magnetic‐velocity shears. 
Solving (2.1.26) for   we have  
 
Showing  that, with  respect  to propagation perpendicular  to  the magnetic  field, 
there are two modes, corresponding to the + sign (the slow mode) and ‐ sign (the 
fast mode). 
In the absence of the Hall term, this slow‐and‐fast classification  is parallel 
to the magnetic field. 
As    (either     or      ),    tends  to    for  the slow mode, 
whereas it tend to   as   and to   as   in the case 
of the fast mode. 
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The  slow  modes  are  the  open  branches  that  reach  to  the  asymptotes, 
whereas  the  fast  modes  are  the  closed  loops.  The  choice  of  parameters  is 
intended  to  show  the  evolution  of  the wavenumber  curves  as  the  shear  flow 
strength is increased, and this is important since the presence of the Hall term in 
the  dispersion  equation  makes  the  main  feature  of  the  wavenumber  curves 
dependent  on  the  shear‐flow  strength.  In  fact,  the  asymptotes  that  occur  at 
  in  the  absence  of  the Hall  term  are  recombined  into  a  single 
asymptote at    . 
However, as  far as  the over‐reflection mechanism  is concerned,  it can be 
seen qualitatively  and  from  the wavenumber  curves  that  the Hall‐current  term 
closely  relates  the  flow  properties  to  the  shear‐flow  strength,  thereby  strongly 
supporting over‐reflection, which depends on the shear‐flow strength. 
This dispersion equation was studied by Mckenzie (1971)  in the context of 
hydromagnetic kelvin‐Helmholtz problem  in a Hall plasma and also by El Mekki 
(1998)  in connecƟon with over‐reflection of worm plasma waves at a shear flow 
discontinuity.  It shows that  in a warm plasma critical  layers, which are exhibited 
only  by  the  slow mode  occur where  the wave  frequency  is Doppler‐shifted  to 
zero.  In  other  words  critical  layers  in  a  warm  plasma  one  impossible  in  the 
absence of a shear flow. 
(2.2) Cold plasma waves in a magneƟzed plasma: 
Acold plasma wave is a wave having a temperature‐independent dispersion 
relation so that the temperature could be set to zero without changing the wave, 
whereas a hat plasma wave has a temperature‐dependent dispersion relation. 
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Thus, hot and cold do not refer to a “temperature” of the wave, but rather 
to  the  waves  dependence  or  lack  there  on  plasma  temperature.  Generally 
speaking,  cold  plasma  waves  are  just  the  consequence  of  a  large  number  of 
particles having  identical Hamiltonian‐Lagrangion dynamics whereas hot plasma 
waves  include  different  groups  of  particles  having  different  dynamics  because 
they  have  different  initial  velocities.  Thus,  hot  plasma waves  involve  statistical 
mechanical or thermodynamic considerations. The general theory of cold plasma 
waves in uniform magnetized plasma is presented fundamental of plasma physics. 
In the limit   (i.e. the case of a cold plasma) this dispersion equation in 
(2.1.27)  reduce at once  to  the  studied by Mackenzie  (1979)  in  connecƟon with 
critical layers in a cold plasma, namely,  
                           
(2.2.1) 
EquaƟon  (2.2.1)  shows  that  in  a  cold  plasma  criƟcal  layers  exist  even  in  the 
absence of shear  flow but  in presence of a magnetic shear at  two singular  lines 
given by 
 
as studies by Mckenzie (1979), provided that  . However, it is only the slow 
mode (i.e., the branch for which 
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which approaches the singular lines> (see for example McKenzie 1979). 
(2.3) CriƟcal layers in a Warm Plasma with a velocity shear: 
The critical  layers behavior can be effected by making use of the fact that 
only the slow mode exhibits critical layers at  . 
The  fast mode which  does  not  reach  to  the  critical  layer  and  in  fact  at 
   showing that  it  is non‐propagating normal to the magnetic 
field there.  In figure 1 below we have depicted the wave number curves for the 
case   and    . 
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Figure 1: Wavenumber curves for the case   and   
Near   equation may be factorized the slow and fast modes if terms 
multiplied by   are neglected except the term with the highest derivative which 
preserves the singularity of the differential equation and recall that only the slow 
mode exhibits critical layers.                                                         
The  inner wave  in this equation represents the  fast mode which does not 
reach  to  the critical  layer and  in  fact at     showing  that  it  is 
non‐propagating normal to the magnetic field there. The outer wave in is the slow 
mode and which exhibits critical layer behavior at   where    .  
As   (either   or    ) in equaƟon (2.1.25)  
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in which    , 
 
 
                                     
 
                       
Very near   the equation of this mode can be written as  
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where    
 
To leading order the general solution of this equation obtained by series method 
of Frobenius is,  
                                
                                , 
and                     
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                                        (2.3.4) 
 
In  the  special  case    so  that  the motion  is  confined  to  the   
plane (Booker and Bretherln) 1967) this relaƟon reduces to 
  
 
 
The soluƟon of  (2.3.2) may be matched across the criƟcal  layer   by 
the usual method of allowing the frequency   to have a small  imaginary part   
so  that  the  disturbances  are  slowly  growing  in  time  when    is  negative. 
Therefore to leading order in   we have  
                             (2.3.5) 
Replacing   in (2.3.5)   by  
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where  
 
It  follows  that  for  a  wave  propagating  towards    in ,  the 
amplitude will  change by    if   on  crossing . The 
soluƟon (2.3.2) will then take form  
 
                              , if            (2.3.7) 
where   and   are arbitrary constant. Now if   we can write  
 
                                   
             
 
          
It then follows that, since   , for wave approaching to the  critical level  
from above and downward propagating ( has a positive  ) we must take   
so that we get  . 
Below the critical level   the soluƟon is, from (2.3.7)  
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where the upper (lower) sign holds if   . 
Also  either    or    according  to  where  the  wave  is  upward 
propagating. It is also well‐known that the wave in variant   defined by  
                                                                                               (2.3.9) 
is constant except a discontinuity where if jumps from one constant to the other. 
Evaluating   above and below   we find, 
 
 
                                                                              
Therefore conclude that a wave incident on the critical layer from above is either 
attenuated  or  escalated  by  a  factor    according  to  whether 
. This means  that  the wave energy and momentum, both 
of which are proportional to   ( ElMekki and Mckenzie (1977)) undego a similar 
change  and  consequently  the  wave  either  communicate  their  energy  and 
momentum to the background men flow or extract energy and momentum for it.  
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Chapter Three 
The effect of gravity or Buoyancy 
 
In  this  chapter  we  consider  the  effect  of  gravity  so  that  the  problem 
becomes applicable to the planets interiors and also to the Solar Corona. We will 
assume the Boussinesq approximation and also the condition of incompressibility 
i.e. 
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since the flow is essentialy affected by gravity.  
It  has  been  suggested  (Khabibrakhmanov  & Mullan  1994a,  herein  after 
referred  to  as  KM)  that  Alfven waves  propagating  in  an  atmosphere  stratified 
under gravity can be damped as a result of the rate of working of the gravity drift 
current on the electric field of the waves, thus giving rise to some form of Joule‐
like heating. These authors have proposed  this as a mechanism  for heating  the 
solar corona, and it has been used in calculations of solar wind models (Cuseri et 
al. 1999, herein aŌer refrred to as CGL). 
The purpose  of  this  paper  is  to  point  out  that Alfvén waves propagating 
under gravity do not  in  fact exhibit damping and that no dissipative heating can 
arise  from  gravity  drift  currents  in  general.  The  confusion  arises  from  an 
inconsistent  approach  to  the  overall  energy  budget  of  the  system  in  which 
Poynting’s  theorem  is  not  invoked.  If  the  latter  is  used,  together  with  the 
conservation of total energy of the system, the various drift currents from gravity, 
pressure  gradient,  and  inertia  and  their  rate of working on  the electric  field,  it 
follows  that  the  system  is adiabatic and  that dissipation effects only arise  from 
either ohmic heating, if the plasma is not perfectly conducting, or viscous effects 
either  of  the  classical  fluid  type  or  of  the  kineƟc  type  (Stubbe  1990).  In  the 
collisionless case one merely retrieves the double adiabatic CGL theory and in the 
isotropic case conservation of entropy. 
We also provide a self‐consistent description of the propagation of Alfven 
gravity waves  in a vertical magnetic  field  in which the momentum equation and 
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Faraday’s law together with the continuity and energy equations are combined to 
yield  the  wave  equation  for  the  small‐amplitude  waves  of  the  system.  The 
associated  dispersion  equation  shows  the  coupled  nature  of  the  Alfven  and 
gravity waves in which lower frequencies (less than the Brunt‐Vaisala. frequency) 
yield a parachute‐like wave normal surface which comes about from the coupling 
between  the  Alfven  wave  sphere  and  the  gravity  wave  cone.  At  higher 
frequencies  (greater  than  the Brunt‐Vaisala  frequency)  the Alfven wave plane  is 
distorted  by  the  effects  of  buoyancy.  In  the  absence  of  resistivity  or  viscosity 
these waves are undamped. However, in the case of hydromagnetic gravity waves 
in  a  horizontal  field  the  phenomena  of  critical  level  absorption  can  arise. At  a 
critical  level  the wave energy  is absorbed  into  the background plasma either  in 
the  form  of  heating  and/or  as  a mean  flow.  The  absorption  arises  from  real 
dissipative  processes  (e.g.,  viscosity,  finite  conductivity),  but  it  is  not  the 
mechanism proposed by KM and  in any case it does not arise on open field  lines 
and therefore is unlikely to contribute to heating and driving the solar wind. 
The idea put forward by KM that Joule‐like heating arising from the rate of 
working  of  the  current  induced  by  gravity  drift  on  a  wave  electric  field  can 
produce non‐adiabatic heating is shown to be erroneous, essentially because it is 
implicitly based on an inconsistent account of the energy budget of the system as 
a whole and a failure to recognize that all the drift currents,  including the stress 
and  inertial currents, should be placed on the same footing. Our  investigation of 
small  amplitude  hydro‐magnetic  gravity  waves  in  the  WKB  and  Boussinesq 
approximations reveals that they display interesting propagation properties, none 
of which are dissipative, except for the special case of a horizontal magnetic field. 
In  this case, complete absorption of wave energy  takes place at a height  in  the 
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stratified atmosphere where the horizontal phase speed of the wave matches the 
local Alfven speed. The plasma heating and/or production of mean flow occurring 
at such a critical  level are however, ultimately the result of dissipative processes 
associated  with  finite  resistivity  and  viscosity.  It  is  possible  that  critical  level 
processes  may  contribute  to  plasma  heating  at  the  top  of  coronal  loop 
configurations or at the equator in closed field regions of a global solar magnetic 
field (see, e.g., Banaszkiewicz, Axford, & McKenzie 1998) but it does not work on 
open field regions from where the fast solar wind emanates (McKenzie, Axford, & 
Banaszkiewicz 1997). 
Gravity waves propagating  through basic state zonal  flows  sheared  in  the 
vertical or  latitudinal direction with or without  zonal magnetic  fields have been 
the  subject  of  many  studies  in  recent  years  (e.g.  Charney  and  Drazin  1961, 
Dickinson  1968,  Lindzen  1971,  Simmons  1974  and  El Mekki  1981).  In  some  of 
these studies the zonal flow and magnetic field are modeled by known functions 
which make  the governing equations  integrals  (Dickinson 1968, Simmons 1974). 
In others the WKB approximation  is applied to derive a local dispersion equation 
which  is used to construct the wave number curves from which the ray paths  in 
given profiles of zonal  flows and zonal magnetic  fields can be elucidated  (e.g. El 
Mekki  and Mckenzie  1977).  The WKB  approximation  does  not  apply  at  lines 
where  the wave equation possesses a singularity and  it determines  the solution 
only to arbitrary amplitude. The purpose of the present paper is to investigate the 
relation  between  the  zonal wind‐magnetic  shears  and  the wave  amplitude.  To 
achieve  this  goal  we  apply  the method  of  two‐variable  technique  or multiple 
scales in which we assume that the basic state zonal flow and zonal magnetic field 
are  soley  functions of a  slow variable, whereas  the wave phase  is  function of a 
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fast variable. These  two variables, which describe  two different dependences  in 
the same direction, are related to each other by a small parameter through which 
the whole  solution  is ordered. We  first  consider  the  case of  gravity waves  in  a 
zonal  shear  flow which  varies  in  the  vertical  direction  and  it  emerges  that  the 
amplitude  of  vertically  propagating waves  increases  as  the  zonal  flow  intensity 
increases for all phase and zonal flow directions. 
However this dependence is not a simple linear relation and the WKB result 
that  the  amplitude  is  inversely  proportional  to  the  square  root  of  the  vertical 
wave number is only a factor among others of it. 
In  the  case  of  hydromagnetic  gravity  waves,  it  is  shown  that  the 
destabilizing effect of  the  zonal  flow  (that  the wave amplitude  increases as  the 
zonal  flow  intensity  increases)  is still regained  in presence of the magnetic  field. 
The effect of the magnetic field itself, however, is, in contrast to the wind shear, 
stabilizing on the waves in the sense that as the magnetic field strength increases 
the wave amplitude decreases. 
3.1. MathemaƟcal formulaƟon: 
We  assume  atmosphere  which  is  isothermal  will  be  assumed,  perfectly 
conducting,  dissipationless,  Boussinesq,  rotating  and  incompressible.  The 
equations governing the moƟon of such an atmosphere (El Mekki, 1980) are; 
                                              (3.1.1) 
                                                (3.1.2) 
            ,                                                                                                          (3.1.3) 
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and  
                                                                                           (3.1.4) 
in which    is  the  fluid density,    is  the convective derivative,    is  the  fluid 
velocity,   is the fluid pressure,   is the magnetic permeability,   is he magnetic 
induction,   is the gravitational acceleration and   is aunit vector in the vertical or 
z‐dimenstional. 
These  equations  admit  a  basic  steady  state  consisting  of  a  zonal  flow 
 , a uniform magnetic  induction   , where    is aunit vector 
in the zonal or x‐direction. 
The basic  state pressure  and density will be  taken  to  vary  in  the  vertical 
direction  only. More  specifically we  assume  the  density  to  be  proportional  to 
  for some constant  . 
Thus  
                                                                                            (3.1.5) 
 
where   is some reference value of  . 
EquaƟon (3.1.1) – (3.1.4) may then be linearized about the above‐described 
basic state to obtain the following equations,  
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where    is  the  perturbation  velocity,    is  the 
perturbation  magnetic  induction    is  the  perturbation  pressure,    is  te 
perturbation density and we have assumed perturbations of the form  
, 
where   is the wave frequency and   is the zonal wavenumber, 
 . 
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 The  Fourier  analysis  of  the  linearized  equations  under  these 
approximations readily yields the following consistent system of equations: 
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DiﬀerenƟaƟng (3.1.6) with respect to   and (3.1.7) with respect to   and 
subtracting we get, 
 
or  
 
 
where 
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is the vorticity in the  direction. 
and differentiating  (3.1.9) with  respect  to   and  (3.1.10) with  respect  to   and 
subtracting we get, 
 
 
 
Or  
 
where 
  
 
is the current in the vertical or  direction, and  
 
From equaƟon of (3.1.11) we get,  
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At    
 
 
 
or 
 
 
                        
 or 
 
 
So 
 
 
Now subsƟtyuƟng (3.1.16) into (3.1.8) we get  
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Now diﬀerenƟaƟng  (3.1.6) with respect to   and  (3.1.7) with respect to   
and adding we find, 
 
 
 
                                              
Also  subsƟtuƟng  (3.1.18)  into  (3.1.17)  aŌer  operaƟng  (3.1.17)  by   we 
get, 
 
 
 
or  
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where 
 
The resulting system of equations may be put  in the matrix  form,   
were the matrix   is given by  
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       (3.1.20) 
 
and the vector   is given 
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Evaluating det L , we derive the following dispersion equation, 
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Or 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
 
                      
 
 
The dispersion equation then becomes 
   
 
where 
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Near   the fast mode gives 
 
 
at       ,       , which is non‐propagating or evanescent. The 
slow mode gives     which   as    .  
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However, critical layer behavior can be effected by making use of the fact 
that only the slow mode exhibits critical layers at    . 
For the slow mode as   the dispersion equation reduces to  
                                                                                                     (3.1.26) 
where  
 
 
Expanding     at   , or    we get 
 
 
This gives  
                                                        (3.1.27) 
 where    is the usual  Richars’s number of gravity wave. 
Now in WKB approximation we obtain the dispersion equation 
 
When  the hall  current  is  taken  into  account,  numerous  dispersive  features  are 
introduced into the system. Solving (3.1.21) for   we have 
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The fast mode is  
 
                                                                    (3.1.28) 
 
as    
    
 
 
 
 
 
The wavenumber surface for   against    is depicted  in the figure 
below which shows both slow and fast modes. 
 
 
 
75 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure (3.1): The wavenumber curves for the configuraƟon   
k⊥  
Fast  Fast  Fast 
Slow  Slow 
Slow Slow 
xk U
ω=  
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3.2. Behavior Near Critical layer: 
Near the singular lines where       ,the equation (3.1.21) 
can be approximated by the a asymptotic form 
                                                                                  (3.2.1) 
where 
                                                                                   (3.2.2) 
 
To leading order the general solution method of Frobenius is,  
 
                                                      (3.2.3) 
 
where   and   are arbitrary constants of integration writing  
 
 
                                                                            (3.2.4) 
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We see  that  for  real propagation  in  the  z‐direction, we must have   which 
implies that the Richars’s number 
                                        
satisfies the condition 
                                                                    (3.2.5) 
     
 
The soluƟon (3.3.4) may be matched across the critical layer   by the 
usual method of allowing the frequency    to have a small imaginary part so that 
the distrubances  are  slowly  growing  in  time when    is negative.  Therefore  to 
leading order in   we have  
 
(3.3.6) 
 
Replacing   in (3.3.6) by 
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where 
 
it  follows  that  for  a wave  propagating  towards    in  .  The  solution 
(3.3.4) will then take the form  
 
                 (3.2.9) 
 
where  the upper  (lower) sign holds  if    .Also either   or 
 according to where the wave is upward or downward propagating. 
It is also well‐known that the wave invariant   defined by 
 
                                                                                      (3.2.10) 
 
is  constant  except  at  a  discontinuity where  it  jumps  from  one  constant  to  the 
other. 
Evaluating  above and below  , we find,  
 
                                                                                          (3.2.11) 
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We therefore conclude that a wave incident on the critical layer from above 
is  either  attenuated  or  escalated  by  a  factor    according  to whether 
. This means that the wave energy and momentum, both of 
which  are  proportional  to    (El Mekki  and Mckenzie  (1977)  undergo  a  similar 
change  and  consequently  the  wave  either  communicate  their  energy  and 
momentum to the background men flow or extract energy and momentum from 
it.  
The  properties  of  reflexion,  refraction  and  absorption  of  a  gravity wave 
incident  upon  a  shear  layer  are  investigated.  It  is  shown  by many  authors  e.g 
ElMekki and McKenzie  (1977)  that one must expect  these properties  to be very 
different depending upon the parameters (such as the Richardson number Ri, the 
wavelength normalized by the length scale of the shear and the ratio of the flow 
speed to the phase speed of the wave) characterizing the interaction of a gravity 
wave with a shear layer. In particular, it is shown that for all Richardson numbers 
there is a discontinuity in the net wave‐action flux across the critical level, i.e. at a 
height where the flow speed matches the horizontal phase speed of the wave.  
When  Ri  > ¼,  this  is  accompanied  by  absorption  of  part  of  the  energy  of  the 
incident wave into the mean flow. In addition it is shown that the phenomenon of 
wave  amplification  (over‐reflexion)  can  arise  provided  that  the  ultimate  shear 
flow speed exceeds the horizontal phase speed of the wave and Ri  is  less than a 
certain  critical  value  Ric  [simeq  R:  similar,  equals]  0·1129,  in  which  case  the 
reflected wave extracts energy from the streaming motion.  It  is also pointed out 
that  wave  amplification  can  lead  to  instability  if  the  boundary  conditions  are 
altered in such a way that the system can behave like an ‘amplifier’.  
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Chapter (4) 
Transverse magnetic field 
 
The  instability  problem  of  hydromagnetic‐planetary  gravity  waves 
propagating through a basic state zonal  flow and transverse magnetic  field both 
of which  are  steady  and  sheared  in  the  vertical  direction was  investigated  by 
many authors. 
 
It  is  started  with  planetary  waves  of  prescribed  frequencies  and 
wavenumbers propagating on a  ‐plane  in a dispersive medium and derive  the 
local  dispersion  equation,  in  the WKB  approximation,  which  relates  the  wave 
frequency  ,  the wavenumbers  and  the  other  parameters  of  the medium.For 
waves of the time dependence exp ( t) the condition for the onset of instability 
is that   be complex (i.e.,   =   + ) and   be negative. If    is positive the 
wave amplitude will diminish with time and the waves are therefore stable. Now 
if  we  fix  the  vertical  and  transverse  wavenumbers  as  well  as  the  basic  state 
Alfve'n wave speed  , and allowed the zonal wavenumber  , and the basic state 
zonal flow  , to vary the equation   = 0 will represent a curve  in the ( ,) 
plane which  separates  the  region of unstable waves  from  that of  stable waves. 
Such a curve is known as the neutral instability curve and the waves having zonal 
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wave numbers satisfying it are marginally stable. Alternatively we may fix   and 
vary  and obtain another neutral instability curve in the ( , ) plane. 
 
Atmospheric hydromagnetic planetary gravity waves  instability  in the mid‐
latitudes  is  strongly  recommended  as  the  major  cause  of  the  general  wind 
circulaƟon  of  the  atmosphere  (Charney,  1947;  Philips,  1963).  Two  other 
phenomenae which  can  be  related  to  the  dynamics  of  the  instability  of  these 
waves  in  the  Earth's  atmosphere  are  the  sudden warmings of  the polar winter 
stratosphere (Simmons, 1974) and the quasi‐biennial oscillation in the equatorial 
stratosphere (Lindzen and Holton, 1968). 
 
 These  two  phenomenae  have  frequencies  of  the  same  magnitude  as 
atmospheric planetary waves and must therefore be an outcome of their effects. 
In  the  Earth's  core  the  geophysical  phenomenon  of  the westward  drift  is  also 
closely  linked  with  westward  propagating  planetary  (Rossby)  waves.  Thus  the 
importance  of  the  instability motion  of  hydromagnetic‐planetary‐gravity waves 
both  from  the  meteorological  and  geophysical  points  of  view  can  hardly  be 
exaggerated. 
 
It  is  shown  in  that  with  prescribed  positive  latitudinal  and  vertical 
wavenumbers  and  a  fixed  value  of ,  all  of which  are  of  typical  atmospheric 
values,  hydromagnetic‐planetary‐gravity waves  propagating  in  a westerly  zonal 
wind  can exhibit  instability provided  that  the  zonal  flow  strength  is  less  than a 
certain  factor   ,which  is  a  combination  of  the  vertical  and  latitudinal 
wavenumbers and the other parameters of the medium. In an easterly zonal flow 
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such waves are always stable. In other words the onset of instability depends on 
the directions of  the vertical and  latitudinal wavenumbers and  that of  the zonal 
flow. 
It is also shown, from the neutral instability curve in the ( ) plane, that 
the  zonal wavenumbers  that  can become unstable are  limited  to a given  range 
which depends on  . 
If, on  the other hand,  the zonal  flow  is kept uniform and    is allowed  to 
vary  the  zonal wavenumbers  that  can  exhibit  instability  are  again  found  to  be 
limited to a given range but  may assume any value. However, the direction of 
has no effect since the equation relating  and   ( = 0) is even in it.  
 
It has long been realised that the instability of planetary waves in the mid‐
latitudes is mainly responsible for the general wind circulation in the atmosphere 
(Charney,  1947;  Philips,  1963).  These  classical  studies,  however,  usually  over‐
simplify  the  situation by  ignoring buoyancy and magnetic effects as well as  the 
latitudinal  variation  in  density  and  their  conclusions  are  rather  qualitative.  The 
inclusion of such effects is of importance in view of the fact that the waves we are 
considering are  characterised by  very  low  frequencies which are  comparable  in 
magnitude to the scales of variations of these factors. 
 
It  transpires  that  in  the  presence  of  a  transverse  magnetic  field, 
atmospheric  planetary  (Rossby)  waves,  of  certain  zonal  wavenumbers,  readily 
exhibit  instability  behavior  even  under  the  Boussinesq  approximation.  In  the 
absence  of  the  magnetic  field  pure  planetary  waves  are  known  to  exhibit 
instability behavior for a wide variety of zonal wavenumbers (Gill, 1974; E1 Mekki, 
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1982).  It  is shown  that  in  the presence of a  transverse magneƟc field  the zonal 
wavenumbers that can become unstable are limited to a given range as the zonal 
flow  strength  (or  the  magnetic  field  intensity)  is  varied.  In  other  words  the 
stabilizing effect of the magnetic field is still maintained. 
 
4.1. MathemaƟcal formulaƟon: 
The  equations  that  govern  the  motion  of  a  rotating,  incompressible, 
dissipationless, Boussinesq,  isothermal collisionless, neutral, warm plasma consi‐
sting of equal numbers of protons and electrons are ( e.g. El Mekki 1996).  
 
 
 
 
                                                                
   
 
                                                                                       
   and 
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These equations admit a basic steady consisting of a zonal flow   ,  a 
uniform magnetic  induction    ,   where    is a unit vector  in x‐direction 
and   in y‐direction. 
EquaƟon (4.1.1) – (4.1.4) may be linearized about the above described basic 
state to obtain the equations,  
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where, as usual,   
 
                                 
DiﬀerenƟaƟon(4.1.5)  with  respect  to    and  (4.1.6)  with  respect  to    and 
subtracting we get  
            
 
 
or                     
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where  
 
 
Also diﬀerenƟaƟon  (4.1.8) with  respect  to    and  (4.1.9) with  respect  to    and 
subtracting we get  
 
 
         
 
                                                  
Or 
                            
   
From equaƟon of (4.1.10) we get: 
 
 
87 
 
Or 
   
 
 Now diﬀerenƟaƟon (4.1.5) with respect to   and (4.1.6) with respect to   
and adding we get: 
 
 
Or 
                     
 
                 
Operate now on (4.1.7) by 
 
we have  
 
Or 
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where 
                       
 
                                                  
Finally subsƟtuƟng (4.1.16) into (4.1.17) we get 
                       
 
 
The resulting system of equations may then be put in the matrix form, 
                                                                                           (4.1.20) 
were the matrix   is given by  
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                         (4.1.21) 
 
 
and the vector   is given by 
                        
The system of equaƟon  (4.1.20) possesses non‐trivial solutions only  if  the 
determinant of the matrix   vanishes i.e. only if  
 
                                                                                                          (4.1.23) 
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Evaluating  , we derive the following dispersion equation,  
 
 
                                                         
where 
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Solving (4.1.24) for    , we have 
              
 
                                                                     
The fast mode (corresponding to the negative sign) is 
 
Near    or      ,      and therefore the slow mode will not exhibit 
critical levels. 
For the slow mode (corresponding to the positive sign is  
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 and therefore,      
                 
 
                                                                    
( as   )   at   . Now 
 
and expanding   as Taylor expansion we have  
 
 
 
 
However if the chane in the shear   is very large, the   then will be    
dominant and therefore  
 
as   
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In figure (4.1) we depict the wave number surfaces in a transverse magnetic field 
and zonal flow. The critical levels for which   are shown. The zonal flow is 
sheared latitudinally or in   direction.  
 
 
 
 
 
 
 
 
94 
 
 
 
 
Figure (4.1): wavenumber curves in transverse magnetic field. Only the slow  
                        mode exhibits critical levels. 
 
4.2. SoluƟon near the criƟcal levels:  
EquaƟon (4.1.30) may be wriƩen in the standard form, 
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by applying the transformation  
 
                                                                      (4.2.2) 
This shows that the wave equation is singular at lines where and   
and since the WKB analysis breaks down at each of them it becomes necessary to 
seek an analytical solution of (4.2.1).  
For small   (4.2.1) can be approximated asymptoƟcally by  
                                                 
 
 
where  
                                     
 
 
96 
 
To  leading  order  the  general  solution  of  this  equation  obtained  by  the 
series method of Frobenius is by writing  
 
Differentiating and subsƟtuƟng in (4.2.3) the lowest power of   gives  
 
Or  
 
For all propagation   must be   
 
 
To leading order in    the solution is   
 
  
                                       
where   and   are arbitrary constants. This solution can be matched across the 
singular  line    by  applying  the  well‐known  procedure  adopted  by Miles 
(1961), Booker and Bretherton (1967), and El Mekki and Mckenzie (1977). In this 
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seemingly artificial procedure we allow the  frequency to have a small  imaginary 
part  i.e.    so  that  a  disturbance  of  the  form    is  slowly 
growing with time on taking   . 
Now put  
                                  
 
 
So  that,   goes  from a  small positive  (negative) value  for    to  ,  for 
 when 
 
It then follows that  
 
 if    
  
   if                 (4.2.7) 
 
where the upper (lower) sign holds if   zero. 
Now since  
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                                                                     (4.2.8) 
 
it  follows  that  for an upward propagating wave  in   we must  take 
  whereas  for  a  downward  propagating  wave  we  must  take 
 when  
 
  
The wave invariant  defined by 
                  
 
 
where the overbar denotes  the complex conjugate will consequently  jump  from 
one  value  to  another  on  the  two  sides  of  the  critical  level.  Thus  evaluating   
above and below a critical level for a wave which is propagating in with  
 
 
we get 
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Showing that the vertical perturbation momentum flux  (which  is proportional to 
)  is attenuated by a factor   as the wave crosses the critical  level. Thus  in 
such  a  case  the  critical  level  acts  as  a wave  absorber with  the  result  that  the 
background zonal flow gains momentum from the waves. 
Now consider a wave source immediately below   such that the propagating 
wave  approach  the  critical  level,  they  are  vertically  evanescent  in  ,  and 
 . Then   takes the values 
 
 
                                                        , 
 
which shows that   is escalated by a factor  on crossing the critical level. In 
this case the critical  level acts as a wave source or a wave emitter at which  the 
waves  gain momentum  from  the background mean  flow or extract  energy  and 
momentum from it. 
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4.3. Transverse magnetic field in the z‐direction:  
In  (4.1.1),  (4.1.2),  (4.1.3) and  (4.1.4) we  take a zonal flow  , a 
uniform magnetic induction    where   is a unit vector in the x‐direction 
and   is a unit vector in the z‐direction. 
LinearizaƟon  of  (4.1.1)  –  (4.1.4)  about  the  basic  state  leads  to  the  set  of 
equations, 
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DiﬀerenƟaƟon  (4.3.1)  with  respect  to    and  (4.3.2)  with  respect  to    and 
subtracting we get: 
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Or 
                         
 
where  
 
Is the vertical component of vorticity and  
 
is the vertical component of the current. 
Also diﬀerenƟaƟon  (4.3.4) with  respect  to   and  (4.3.5) with  respect  to     and 
subtracting we get: 
 
 
 
 
Or  
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From equaƟon of (4.2.6) we get: 
 
 
Or  
                           
 
                         
Now diﬀerenƟaƟon  (4.3.1) with  respect  to   and  (4.3.2) with  respect  to   
and adding we have: 
                  
 
 
Finally operaƟng on (4.3.3) by  
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and subsƟtuƟng on (4.3.12) we obtain 
 
                                 
The resulting system of equation may then be put in the matrix form, 
                                                                                                              (4.3.14) 
were the matrix   is given by 
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                                  (4.3.15) 
 
and the vector   is given by 
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                                                                                                                 (4.3.16) 
 
The  system of  equaƟon  (4.3.14) possesses non‐trivial  solution only  if  the 
determinant of the matrix   vanishes i.e. only if  
                                                                                                                 (4.3.17) 
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EquaƟon (4.3.18) is singular lines where  
 
and then it lead to the dispersion equation: 
    
where    
             
 
                                                       
 
and 
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solving (4.3.19) for  we have  
             
 
Showing  that, with  respect  to propagation perpendicular  to  the magnetic  field, 
there are two modes, corresponding to the + sign ( the slow mode) and the – sign 
( the  fast mode).For the  fast mode           as     whereas  for the slow 
mode as   this gives    
and 
 
                                                                       
 
                                                         
 
by expanding to leading terms as a Taylor’s series.  
However if the chane in the shear   is very large, the   then will be dominant 
term and therefore 
 
108 
 
as    
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Figure (4.2): Plot of   against   for both slow and fast mode. It is similar to 4.1  
                        in which the magnetic field is in the y‐direction. 
 
 
4.4. Exact behavior at the criƟcal levels  
EquaƟon (4.3.24) may be wriƩen the standard equaƟon, 
       
 
110 
 
This equation is singular along lines where       and since the WKB 
analysis breaks down at each of them it becomes necessary to seek an analytical 
soluƟon of (4.3.1).  
Very near   the equation (4.2.1) of this mode can be written as  
     
 
                                                                   
where  
   
 
 
To  leading order  the general  solution of  this equation obtained by  series 
method of Frobenius is, 
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If     
 
 
 
 
 
 
For real propagation we must have  
 
        
The soluƟon of  (4.4.2) may be matched across the criƟcal  layer   by 
the usual method of allowing the frequency   to have a small  imaginary part   
so that the disturbance are slowly growing in time when   is negative. Therefore 
to leading order in   we have  
              (4.4.4) 
112 
 
 
Replacing   in (4.4.4)   by 
 
                                            
where  
                       
 
      
It  follows  that  for a wave propagating  towards    in ,  the amplitude 
will change by   if 
  
on crossing .  
The soluƟon (4.4.2) will then take form  
 
                    , if               (4.4.7) 
where   and   are arbitrary constant. Now if   we can write  
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                                       (4.4.8) 
 
It then follows that, since   , for wave approaching to the  critical level  
from above and downward propagating ( has a positive  ) we must take   
so that we get 
 
. 
Below the critical level   the solution is, from (4.4.7) 
  
 
 
where the upper (lower) sign holds if   . 
 
Also  either    or    according  to  where  the  wave  is  upward 
propagating. It is also well‐known that the wave in variant   defined by  
114 
 
                  
 
                                                                 
is constant except a discontinuity where if jumps from one constant to the other. 
Evaluating   above and below   we find, 
     
 
                                                                           
Therefore conclude that a wave incident on the critical layer from above is 
either  attenuated  or  escalated  by  a  factor    according  to  whether 
. This means  that  the wave energy and momentum, both 
of which are proportional to   ( ElMekki and Mckenzie (1977)) undego a similar 
change  and  consequently  the  wave  either  communicate  their  energy  and 
momentum to the background men flow or extract energy and momentum for it. 
This reveals at once that so  long as the shear flow  is  in the zonal direction 
the magnetic field has similar effect whether its direction is vertical or horizontal. 
However it emphasizes the basic property that the zonal flow must be sheared in 
the direction of propagation.  In  fact this  is the second condition  (  in addition to 
the  existence  of  an  asymptote  in  the wavenumber  curves)  that  the  shear  flow 
develops a critical layer. 
Chapter Five 
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Conclusion and Outlook 
 
It  is shown that critical  layers can exist  in a warm plasma only  in presence 
of  a  shear  flow  i.e.,  if  the  plasma  is moving,  this  is  because  the whole  energy 
which  derives  the waves  comes  from  the  streaming  back  flow.  They  are  then 
exhibited by  the slow mode only at  lines where  the wave  frequency  is Doppler‐
shifted to zero by the shear flow and provided that the dimensionless number 
 
 
 
 The analysis  is similar  to  the classical one  first carried out by Booker and 
Bretherton  (1967)  in  conneciƟon  with  gravity  waves  in  shear  flow  and 
subsequently  by  many  workers  e.g.,  El  Mekki  (1980,  1987).  Booker  and 
Bretherton  1967  found  that  gravity  waves  in  an  in  viscid  incompressible  and 
Bounssineq  fluid  exhibits  critical  layers  at  heights  where  their  frequency  is 
Doppler‐shifted to the Brunt Vaisala frequency.  
However  in  a warm  plasma  it  is  essential  to  include  compressibility  and 
thermal  effects  for  otherwise  the  problem  would  be  that  of  a  cold  plasma. 
Physically the analysis of all types of wave behaviors such as critical layers or over‐
reflecƟon ( EL Mekki 1998) are more relevant to the case of a warm plasma which 
could  lead to energy and momentum balance of the plasma which could  lead to 
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changes  in  the  physical  properties  of  the  plasma  such  as  temperature  and 
density.From here the study of warm plasma is essential to fusion problems.  
 El Mekki (1998) has suggested that the over‐reflected wave extracts energy 
and  momentum  from  the  background  shear  flow  could  lead  to  raising  the 
temperature of  the plasma. As  the background  shear  flow  could  lead  to  raising 
the temperature of plasma. In the case of critical layer behavior in a warm plasma 
the  waves  incident  on  the  critical  layer  emerge  from  it  being  attenuated  or 
escalated  in  a  much  more  pronounced  manner  than  the  over‐reflection 
mechanism and hence the temperature change could be more appreciable than in 
the case of over‐reflection. 
Over‐reflection  of  propagating  hydro‐magnetic  planetary‐gravity  waves 
incident on the current sheets of the helmet streamers and magnetic sectors of 
the solar corona is investigated. 
It  is  shown  that  over‐reflection  arises  only  if  the  wavenumbers,  or  the 
energy  fluxes per unit mass, perpendicular  to  the  current  sheet of  the  incident 
and  the  transmitted waves  in  both  cases  are  in  opposite  directions.  The  over‐
reflected  waves  then  draw  magnetic  energy  from  the  sun's  field  and 
communicate it to the interplanetary magnetic field. 
 
A  comprehensive  theory of  the  coronal magnetic  fields  structure and  the 
solar wind originating  from  the Sun  is  still out of  reach despite  the  information 
gathered  in  the  last  decade  from  radio‐heliographic  analysis  as  well  as  from 
satellite photographs. However, two phenomena are fairly established to exist in 
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the structure of  the solar corona, namely  the helmet streamers  (Avignon et al., 
1971) and the magneƟc sectors (Newkirk, 1971). 
 
Helmet streamers are produced by the breaking of magnetic arches  in the 
coronal  field which produces  a  current  sheet  extending  radially  away  from  the 
Sun into the interplanetary field. The magnetic fields on both sides of the current 
sheet are oppositely oriented and are of the same magnitude. The reason why the 
lines  of  force  break  to  produce  the  helmet  streamers  is  not  yet  clear  but  the 
phenomenon is readily visible during an eclipse of the Sun. 
 
The magnetic sectors of the solar corona are also readily observable. They 
may be visualized as bounding current sheets extending globally around the Sun 
at a height of several solar radii. The mechanism which gives rise to the magnetic 
sectors where  the  coronal  field  suddenly  terminates  is not  yet  clear. However, 
they  can  be  thought  of  as  zero  potential  surfaces  at  which  there  is  a  jump 
discontinuity  in  the  coronal magnetic  field and hence  the  current  sheet  (Jones, 
1971).  
 
The motion which  takes place  in  the  solar  corona  and  its  relation  to  the 
interplanetary solar wind is both irregular and complicated which suggests that a 
number  of  physical  processes  are  involved.  In  this  study  investigate  El 
Mekki(1985)  the problem of over‐reflection, or amplification, of hydro‐magnetic 
planetary waves incident on the current sheets associated with helmet streamers 
and magnetic sectors.  
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It is found that over‐reflection can only arise provided that real propagation 
is secured on both sides of  the current sheet and  that  the wavenumbers of  the 
incident  and  transmitted  waves  in  the  direction  perpendicular  to  the  current 
sheet are of opposite signs. In other words the reflected wave will be amplified at 
the  current  sheet  if,  by  some  physical  process,  the  incident wave  reverses  its 
direction of propagation perpendicular to the current sheet on crossing it. 
In  terms  of  energy  and  momentum  considerations  this  condition 
equivalently states that for over‐reflection to arise the reflected wave must draw 
energy and momentum from the background motion and hence the energy fluxes 
of  the  incident  and  transmitted  waves  in  the  direction  perpendicular  to  the 
current sheet must have opposite orientations, so that an energy balance can be 
maintained.  
 
The structure of the solar corona and its interaction with the interplanetary 
solar wind poses a complex problem to model. Wave motions, ranging from long 
periods hydromagnetic planetary waves through medium periods hydromagnetic 
gravity waves to short periods magneto‐accoustic waves, can play a positive role 
in  giving  rise  to  the  physical  processes  of  the  solar  atmosphere.  Two  wave 
behaviors,  namely  critical  levels  and  over‐reflection,  are  particularly  relevant. 
Solar  behaviorur  can  be  simulated  in  the  laboratory  and  much  information 
relating to the heating of plasma can be obtained.  
 
For hydromagnetic gravity or accoustic waves  these effects have  received 
many studies which can be applied to the solar atmosphere (e.g., McKenzie, 1973; 
Acheson, 1976; E1 Mekki et aL, 1978). However, hydromagneƟc planetary‐gravity 
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waves  have  received  less  attention,  although  they  can  be  equally  or  more 
important  in the solar atmosphere  in view of the continually changing solar rate 
of  rotation.  Over‐reflection,  in  contrast  to  critical  level  absorption,  can  be  an 
important  factor  in  the  irregular  and unstable motions which  take place  in  the 
solar atmosphere by the action of magnetic fields, or in the laboratory by artificial 
simulation.  
As shown in this study, the mechanism of over‐reflection of hydromagnetic 
planetary waves requires that the incident and transmitted waves be of opposite 
phase directions perpendicular to the current sheet in both helmet streamers and 
magnetic sectors. This poses  the question of under what physical circumstances 
will an incident wave reverses its direction upon crossing the current sheet. 
The  answer  to  this  question  depends  on  the  nature  of  the medium  the 
transmitted wave is propagating through, together with the boundary conditions 
of  that medium, as well as on  the many physical processes  that can  take place 
there.  For  example,  if  there  is  a  radiation  condition  such  that  the  transmitted 
wave  cannot  propagate  to  infinity,  then  it must  propagate  toward  the  current 
sheet, in which case over reflection can arise provided that the incident wave also 
propagates toward the current sheet. 
 
It  can  also  be  stated  that  the  over‐reflection  mechanism,  by  which  a 
relatively weak wave  incident on a current sheet gives rise to a strong reflected 
wave and a transmitted wave of a different wavelength, can also be thought of as 
a source of hydromagnetic planetary waves  in the solar atmosphere  in a similar 
fashion  to  gravity  waves  (McKenzie,  1972)  and  equatorial  planetary  waves 
(Dickinson, 1971).  
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Reflection and  transmission  coefficients of MHD waves are obtained at a 
stable,  plane  interface which  separates  two  compressible,  perfectly  conducting 
media  in  relative  motion  to  each  other.  The  coefficients  are  evaluated  for 
representative  conditions  of  the  quiet  time,  near‐earth  magnetopause.  The 
transmission  coefficient  averaged  over  a  hemispherical  distribution  of  incident 
waves  is  found  to  be  per  cent.  Yet  the  magnitude  of  the  energy  flux 
deposited  into  the  magnetosphere  in  a  day  averaged  over  a  hemispherical 
distribution of waves having amplitudes of say  gamma, is estimated to be of 
the order   erg. Therefore  the energy  input of MHD waves must contribute 
significantly to the energy budget of the magnetosphere. The assumption that the 
boundary surface is a tangential discontinuity with no curvature limits the present 
theory  to hydro‐magnetic  frequencies higher  than about . The  ion gyro‐
frequencies  for  the models  assumed  here  lie  above  .  Therefore  the 
present treatment applies to MHD waves near  .The plasma critical  levels 
mechanism, which we investigated in detail in this research can be thought of as a 
twin‐mechanism to the over‐reflection. 
 
Over the past few years considerable attention has been directed to energy 
transfer processes at  the magnetopause. Axford  (1964) has proposed a viscous‐
like  interaction  of  hydro‐magnetic  waves  as  a  means  to  transfer  energy  and 
momentum  from the solar wind to the magnetosphere. The specific mechanism 
invoked  is the refraction of sound waves originating  in the solar wind which can 
exert transverse stresses on the magnetopause and contribute to the  formation 
of  the  geomagnetic  tail.  Faye‐Petersen  and  Heckman  (1968)  have  proposed  a 
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boundary  interaction based on a perturbation of  the pressure  tensor associated 
with a corresponding perturbation in the ion cyclotron orbit. 
 
Fejer  (1963)  has  studied  the  theoreƟcal  problem  of  reflecƟon  and 
transmission  of  hydro‐magnetic  waves  at  a  stable,  plane  interface  which 
separates  two  compressible,  perfectly  conducting media  in  relative motion  to 
each other. He assumed that the relative motion was parallel to the interface and 
that  the  magnetic  fields  on  both  sides  of  the  boundary  were  parallel  to  the 
boundary  surface. Such a model may approximate  the  sunward magnetopause, 
especially during magnetically quiet times. 
 McKenzie  (1970) has expanded Fejer’s treatment to obtain values  for the 
reflection coefficient in the following approximations:  
(a) The sound‐speed > Alfven speed in the solar wind;  
(b) The Alfven speed > sound speed in the magnetosphere. 
  
The  conclusion  reached  by McKenzie  was  that,  during  quiet  times,  the 
sunward  magnetopause  behaves  like  a  near  perfect  reflector  to  the  hydro‐
magnetic waves  in  the  solar wind, and  thus,  the mechanism  invoked by Axford 
(1964) is not very eﬀecƟve, at least during quiet times, in producing a viscous‐like 
interaction. 
 
Unstable  conditions  at  the  magnetopause  boundary,  if  present,  would 
enhance the energy transfer  from the solar wind to the magnetosphere. Eviatar 
and Wolf (1968) have  invoked a two‐stream cyclotron  instability on the flanks of 
the magnetosphere  to  account  for  viscous  transfer  of  energy  at  the  boundary. 
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Kelvin‐Helmholtz  instability of  the magnetopause has been discussed by  several 
authors (Fejer, 1964; Sen, 1965; Lerche, 1966; Southwood, 1968; McKenzie, 1970; 
Dungey and Southwood, 1970; Ong and Roderick, 1972).  It  is probably true that 
the  strongly  compressed  geomagnetic  field  on  the  sunward  surface  of  the 
magnetospheric boundary will exert a  stabilizing effect on  the Kelvin‐Helmholtz 
instability, so that, under quiet conditions of the solar wind, energy transfer due 
to this instability across the sunward magnetopause is likely to be negligible.  
In fact, it is known that the magnetopause is well ordered and well defined 
at  least up to  the orbit of  the Moon  (&OR,)  (Wolfe and  Intriligator, 1970; Howe 
and  Binsack,  1972).  The  situaƟon  becomes  considerably more  complicated  at 
farther  distances  along  the  flanks  of  the magnetosphere,  where  the  dynamic 
pressure  of  the  solar  wind  decreases.  In  these  regions  the  development  of 
unstable regimes may be possible even during quiet conditions of the solar wind. 
Measurements  downstream  from  the  Earth  at  ~1000R,  show  that  the 
geomagnetic  tail  is  ill‐defined  and  turbulent  at  these distances  (Fairfield,  1968; 
Intriligator et al., 1972). 
 
In the present analysis, the average momentum, flux and energy density of 
the MHD waves refracted in the magnetosphere as well as the amplitude and 
wavelength of the oscillations experienced by the perturbed boundary are 
calculated for conditions representative of the quiet‐time, near‐Earth 
magnetopause. 
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Waves in a hot plasma  
A technique  for calculating the wave  fields  in a hot plasma  immersed  in a 
uniform magnetic  field has been  formulated. Employing  these wave  fields  for a 
bounded  plasma,  however,  requires  boundary  conditions  in  addition  to  the 
conventional electromagnetic conditions. 
For  the  case  in which  only  zero  and  first  order  terms  in  the  hot  plasma 
expansion parameter are retained, one additional boundary condition is required 
and a way of formulating it is proposed. 
Wave Fields in a Hot Plasma 
Waves  in a bounded, cold plasma confined by a static magnetic field have 
been extensively  investigated. The more difficult bounded, hot plasma problem, 
however, has received  less attention. Most studies have considered only special 
or limiting cases (e.g. infinite magnetic field). Swanson, however, has described a 
general technique for solving bounded, hot plasma problems. 
 Although  the  general  philosophy  of  Swanson's  technique  is  correct,  an 
error in his development makes the technique appear more difficult than it is and 
has prevented its practical use on many problems. Correcting this error makes the 
problem simpler in that fewer boundary conditions are required. 
Using  the  technique  of  Swanson,  consider  how  the wave  fields  in  a  hot 
plasma can be evaluated. Such wave fields are governed by Maxwell's equations 
as given in the usual equation of electrodynamics. 
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The  fields desired, however, are  the  spatially dependent  fields describing 
wave  propagation  along  the  system  axis  (the  axis)  as  exp(   ‐  t). 
Consequently the inverse Fourier transforms over   and   is required. 
A theoretical technique for the evaluation of wave fields in a hot, bounded 
plasma  has  been  presented.  The  theory  assumes  that  terms  through 
order are retained from the hot plasma dielectric tensor. 
 For    =  0  the  cold  plasma  theory  results,  while  for    finite 
temperature  effects  are  included. With ,  the  bounded  problem  requires‐ 
boundary  conditions  in  addition.  For  the  case  with  ,  one  additional 
boundary  condition  is  required,  and  upon  employing  the  rigidity  assumption  a 
possible boundary condition is proposed. 
Employing  these hot plasma wave  fields with  the Fourier  series model of 
wave  coupler  yields  a  straightforward  technique  for  solving  the  hot,  bounded 
plasma    problem.  Urging  this  technique,  numerical  calculations  have  been 
performed concerning the  fast plasma waves propagating near . At this 
second  harmonic  of  the  ion‐cyclotron  frequency,  the  fast  wave  experiences  a 
rather strong damping mechanism. Since the  fast wave  is easily excited and can 
propagate  at  high  densities,  such  a  damping mechanism may  provide  a  useful 
method for heating fusion plasmas, a much needed effect in energy research. 
The experimental investigations have not yielded as detailed a study of this 
fast wave  damping  as was  desired,  however,  because  of  the  strong  collisional 
damping in the present system. Calculations have been made to suggest possible 
changes in the present experiment such that collisional effects can be eliminated. 
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Of  the  two  suggestions,  increasing  the  initial  temperature      or  using  longer 
cyclotron, apparently only by the one of increasing    ,can the fast wave damping 
be  observed  in  the  present  system.  However  generating  a  high  density 
( ),  high  temperature  ( )  plasma  is  very  difficult. 
Nevertheless, a separate study is being  initiated to  investigate possible means of 
generating such a hot, dense plasma.  
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